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  پیشگفتار
  

علوم از رشد شدیدي برخوردار است و همواره هاي   الگوهاي پویا در کلیه شاخهکاربرد
پایه  هاي مختلف علوم ها در رشته نفوذ این بخش از تجزیه تحلیل. شود ت آن افزوده میبر اهمی، 

 اجتماعی و انسانی بقدري وسیع گردیده است که حذف این رشته از ، اقتصادي،مهندسی
  . برد ریاضی قدرت تحلیل نظریات مختلف را از بین می

ق بکارگیري معادلات یکی از این طرُ. شوند  مختلف فرموله میقطرُوهاي پویا به الگ
دلیل گسستگی ذاتی بعضی از متغیرهاي خود ابزار خوبی   اینگونه معادلات به. باشد  میتفاضلی

تواند  متغیر زمان می. نمایند فراهم میدر حالت گسستگی زمان را براي فرموله کردن مسائل پویا 
نظر مد مقاطع خاصی  اگر زمان را در .ختلف در الگوهاي ریاضی بکار برده شودبه اشکال م

تواند بخوبی توسط معادلات  ایم که این متغیر می قرار دهیم یک متغیر گسسته تعریف کرده
  . بکار گرفته شودتفاضلی

 براي دانشجویانی است که از این تفاضلیلات داعهدف از نوشتن این کتاب آموزش م
این بوده  در نوشتن این کتاب سعی بر .نمایند  مطالعات و تحقیقات خود استفاده مینظریه در

 گرچه در طی .دمطالب بیان شواست که از هر حیث به زبان ساده و با حداقل ریاضیات لازم 
ولی تا  گردد تر شده و ریاضیات مورد نیاز آن نیز بیشتر می  مسائل بتدریج مشکل،فصول کتاب

شده که خواننده بدون مراجعه به کتب کمکی بتواند مطالب را دنبال نماید لاش امکان تحد .
توان در مرورهاي اولیه حذف نمود و مجدداً بعد از مطالعه  تر را می هاي مشکل بعضی از قسمت

  .  به آن بازگشت ها سایر قسمت
باشد که درك  هاي این کتاب می یکی دیگر از ویژگیعددي هاي مختلف  ارائه مثال

مسائل مختلف که جواب آنها نیز تمرینات و درج  .نماید  مختلف بیشتر میباحثلب را در ممط
براي  .ات شودی این رشته از ریاضبه خوبی براي تسلط دانشجویان ۀتواند وسیل ارائه گردیده می

ریاضیات عمومی دانشگاهی کافی است و در مباحث مطالعه این کتاب دانستن ریاضیات در حد 
طوري ارائه الامکان مباحث  شود حتی احساس میخاص یاز بیشتر به ریاضیات خاصی که ن

 مطروحهمطالب به  همبه قواعد ریاضی لازم و هم  آن بتواند ۀخواننده با مطالعاند که  شده
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   .ببرد پی
مدتها نسخۀ دستنویس این کتاب در کتابخانه شخصی اینجانب به بوتۀ فرآموشی سپرده 

مند به تایپ   آقاي دکتر عباس اطمینان با مشاهده و بررسی آن علاقهشده بود که دوست محترم
دانم تا مراتب تشکر و  بر خود لازم می. و چاپ آن گردیدند و زحمات نشر را به عهده گرفتند

  .سپاسگزاري نمایممندي ایشان  قدردانی خود را به این نحو اعلام نموده و از بذل توجه و علاقه
 واقف نمایند تا در ي این کتابها ییسنده را نسبت به کاستامیدوارم خوانندگان نو

  . هاي بعدي اصلاح گردد چاپ
                                                                                            بیژن بیدآباد
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   و حساب اپراتور تفاضلیاي بر معادلات  مقدمه -1
  

 در زمانهاي  متغیر از همانتابعیتوان   را می متغیرات یکدر الگوهاي ریاضی گاهی اوق
 تعریف کنیم یک تابع t در زمان y  متغیررا مقدار ty به عبارت دیگر اگر. قبل یا بعد دانست

  :انند مثال زیر داشتتوان هم هاي قبل و بعد می  در زمانtyریاضی برحسب مقادیر 
)1(                                                 ( )21, −−= ttt yyfy  

12که  , −− tt yyدر این معادله مقدار. باشند  مقدار متغیر در زمانهاي یک و دو دوره قبل میty 
اینگونه معادلات اصطلاحاً . باشد  در یک و دو دوره زمانی قبل میyارزمان تابعی از مقد هردر 

معادلات زیر ) 1(توجه به معادله  با. شوند  نامیده می)difference equations(ی تفاضلمعادلات 
  . باشند ی میتفاضلنیز اشکالی از معادلات 

( ) 0,, 51 =+− ttt yyyf                        ( )21 −+ −= ttt yyfy                                       )2(  

  تعاریف و آشنائی مقدماتی -1-1
. باشند میو غیرخطی ی داراي اشکال خطی تفاضلهمانند سایر توابع ریاضی معادلات 

هاي زمانی مختلف تعریف  در دوره y را به شکل یک ترکیب خطی از مقدارty اگر مقدار
  :باشند زیر خطی میتفاضلی براي مثال معادلات . میئگو ی خطی میتفاضلکنیم به آن معادله 

bayy tt += −1                     dcybyay lttt =++ −−1                                            )3(  

مرتبه معادله برابر با حداکثر تأخیر زمانی نسبی متغیرهاي معادله .  اعداد ثابت هستندa،b،c،dکه 
) 3(براي مثال در معادلات . )دار تفاوت بزرگترین و کوچکترین اندیس متغیر اندیس(باشد  می

 1 در yتابعی از tyزیرا در معادله اول. دنباش  می2 و معادله دوم از مرتبه 1معادله اول از مرتبه 
همچنین در .  دوره قبل است2در  yتابعی از مقدار دوره زمانی قبل است و در معادله دوم

 تابعی ty+1زیرا در معادله اول. باشد  می6 و مرتبه معادله دوم 3مرتبه معادله اول ) 2(معادلات 
 دوره زمانی 6منی از ض تابعی ty+5باشد و در معادله دوم  میty−2 یعنیy دوره قبل3منی از ض

  .شود  به شکل زیر تعریف میnی خطی مرتبه تفاضلمعادلات . باشد  میty−1قبل یعنی
)4(                     byayayay ntnttt +++= −−− ...2211  

 باشد یک معادله o≠bشود و اگر  یک معادله همگن نامیده می) 4( باشد معادله o=bاگر 
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) 4(معادله  نباشد t یک عدد ثابت فرض شود و تابعی ازbاگر .غیرهمگن یا کامل نام دارد
 باشد معادله فوق معادله t تابعی ازbو اگرنام دارد  با جمله ثابت nی خطی مرتبهتفاضلمعادله 
  :بطور مثال معادلات زیر از نوع آخري هستند. شود ی با جمله متغیر نامگذاري میتفاضل

   2
28 tyy tt += −  

   ( ) o=−+ +− tyy tt sin35  
naa)4(اگر در معادله  ی خطی با ضرائب تفاضل ضرائب ثابتی باشند معادله مزبور معادله 1,...,

+−+−=o                                                  :شود مثلاً ثابت نامیده می −− 5132 81 t
yyy ttt  

naaاگر  باشد  ی خطی با ضرائب متغیر میتفاضل باشند معادله مزبور معادله t توابعی از 1,...,
)                       :مثلاً ) ( ) ( ) ( )ttytytyty tttt log14cossin 2

6
2

43 ++=+⋅+⋅+ −−−
ππ  

 یک تابع tyاگر . ی خطی هستندتفاضلباید توجه کرد که مثالهاي فوق همگی معادلات 
بطور . نامیم ی خطی میتفاضل در زمانهاي قبل یا بعد تعریف شود آن را معادله yرخطی از غی

)                                  :خطی هستندغیری تفاضلمثال معادلات زیر معادلات  ) 52
1 += +tt yy  
( )( ) ( )( ) ( ) ( )2

5
21

1 1log16cos2sin −++++= −
−−

+ tyytyty ttt
ππ  

در دو . شود ی خطی تعریف میتفاضلی نیز همانند معادلات ی غیرخطتفاضلمرتبه معادلات 
 tنگاه کنید اگر ) 3(حالا به معادله دوم  .باشد معادله فوق مرتبه معادلات بترتیب یک و شش می

 : قرار دهیم داریمt،...،  چهار، سه،را مساوي دو














=++

=++
=++
=++

−− dcybyay

dcybyay
dcybyay
dcybyay

ttt 21

234

123

12

M

o

  

oyyyt مجهول t معادله وt−2ن دستگاه شاملای ,,..., بدین ترتیب براي حل آن . باشد  می1
یط تعریف شوند شرا 1y و 0y  این دو معادله اگر برحسب مثلاً.احتیاج به دو معادله دیگر داریم

شرط   n احتیاج بهnی از مرتبهتفاضلتر براي حل هر معادله  بعبارت کلی. شوند اولیه نامیده می
 :اولیه اولیه داریم تا بتوانیم آنرا حل کنیم
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 3    ثبات پویاي تعادل

  

)5(                             nn cycycy === ,...,, 2211  
ncccکه  ,...,, ی احتیاج به تفاضلبراي حل معادلات پس . باشند شده می دیر ثابت داده  مقا21

   . و همچنین شرایط اولیه را برقرار نمایدکندی در آن صدق تفاضلفرمولی داریم که اولاً معادله 
  1 نتیجه

  .استی تفاضلی را برقرار نماید جواب معادله تفاضلمعادله هم جواب اولیه و هم هر فرمولی که 
 1 تمرین

  :ی زیر را درنظر بگیریدتفاضلمعادلات  -1
1)  tt yy =+1                                         2)  21 2 ++ = tt yy  
3)  o=+− ++ 21 42 ttt yyy                      4)  tt yy 35 =+  
5)  37 313 =+− +−+ ttt yyy                     6)  o=+− +−+ 387 ttt byyy  

7)  53
2

1 += +− tt yby                             8)  dcybyy ttt ++= −+ 15  

9)  t
tt yy 33 =++                                 10)  t

tt byy )(31 == +  
11)  ( )tfyy tt =− +82                          12)  ( ) 281 +=+ tt yyt  

13)  ( )πtyty tt sin2 2
3 =++                   14)  ( ) !sin 22 tyyt tt =++ +−π  

15)  tt yy =−2log2                              16)  5)(tan 2
1 += +tt yyarc  

17)  113 +−+ = ttt yyy                              18)  ( ) cbyy tt =− −1
2  

19)  ( )5
2 15 1 ++= +

+ tyt
yt                       20)  ( ) ( ) ( )πtbytyt tt sinlog1 22

3

1
2 −−=+   

  .ی فوق و تعداد شرایط اولیه لازم براي حل آنها را مشخص کنیدتفاضلمرتبه معادلات : الف
ی فوق را برحسب خطی یا غیرخطی بودن همگن یا غیـرهمگن بـودن و          تفاضلنوع معادلات   : ب

  .جمله متغیر یا ثابت داشتن مشخص کنید
ی چه اشـکالی  تفاضلی باشد در حل معادله تفاضلیش از مرتبه معادله  باگر تعداد شرایط اولیه      -2

  .آید بحث کنید پیش می
  : محاسبه کنیدoy=2ی زیر را با شرط اولیه تفاضلدر معادلات  5y مقدار -3

1)  02 1 =+ +tt yy                                   2)  02 21 =+ ++ tt yy  
3)  tt byy =+1                                          4)  dbyy tt += −1  

  ؟توان از حل مسائل فوق استنباط نمود نکاتی را میچه 
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  4

  . را مجدداً حل کنید3له ئس باشد مoy=3 اگر-4
212 ه در معادل5y مقدار -5 −− += ttt yyy  را با شرایط اولیهcydy == o,1محاسبه کنید .  
tنشان دهید که در چه شرایطی  -6

ty 15 معادله تفاضلی =5 −= tt yyنماید رار می را برق. 

15 یتفاضلنشان دهید که معادله      -7 −= tt yy         در چـه شـرایطی معادلـهt
ty  را برقـرار    =2)5(

  .با مقایسه این مسئله با مسئلۀ قبل تفاوت آن را روشن کنید. نماید می
21 نشان دهید که معادله تفاضلی -8 65 −− −= ttt yyy شود یر برقرار میتوسط معادلات ز.  

1)  ( )t
ty 2=                          2)  ( )t

ty 25=                     3)  ( ) ( )tt
ty 3225 +=  

  پراتورها و توابع فاکتوریل  اُ-1-2
ت ریاضی از اپراتورها استفاده اتر نشان دادن عبار اغلب در مسائل ریاضی براي ساده

. کنند را مشخص مید هاي خو  بر روي آرگومان لازم اپراتورها طبیعت عملیات ریاضی.شود می
) :بطور مثال )dx∫ را بیان ) اُپرِاند( انتگرال عبارت داخل پرانتز و یک اپراتور انتگرال است

 یا Cمثال اگربراي . آمده استاپراتورها خصوصیات تعریفی خاصی دارند که در زیر . کند می
[ 3xCxعبارت دیگر د بهنرسان  می3اپراند آن را به توان د ن اپراتور مکعب باش3[  یا =

( ) 3)( xkxkC +=+.  
  B مساوي اپراتورAشوند اگر اپراتور دو اپراتور مساوي خوانده می: تساوي دو اپراتور -1

AB یا =BAیا  باشد =. 

fIf دلخواه داشته باشیم  fاگر براي هر: اپراتور واحد یا یکه -2 =،I اپراتور یکه خوانده 
 .کنیم  را استفاده می1 اغلب Iود به جاي ش می

 اپراتور صفر یا تهی نامیده o باشد of=• دلخواه اگر fهر براي :اپراتور صفر یا تهی -3
 .دهیم  نشان می•شود و اغلب آنرا با  می

  :کنیم  تعریف می، دو اپراتور باشندB وAاگر: جمع و تفریق اپراتورها -4
( ) BfAffBA +=+ )     و ) BfAffBA −=−  

تـوان   کننده تعریف کنیم مـی  بکننده و مکع  را اپراتورهاي مربعC و Sبطور مثال اگر اپراتورهاي  
)                                                                         :نوشت ) 23 ffSfCffSC +=+=+  

) :کنیم  تعریف میB وAبراي دو اپراتور : ضرب اپراتورها -5 ) ( ) ( ) fBAfABfBA ==.  
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 5    ثبات پویاي تعادل

  

fAAAffAA                            :شود به  باشد عبارت فوق تبدیل می=BAاگر  2.. == 

عبارات زیر . کنیم  را اپراتورهاي مربع و مکعب کننده تعریف میC وSبراي مثال همانند فوق 
  :باشند ق معلوم میبا استفاده از روابط فو

( ) ( )( ) 632 fffCS ==  ،  ( ) ( )( ) 422. fffCC ==  

  αثابت دلخواهو  g وf براي توابع دلخواهAاگر اپراتور: اپراتورهاي خطی و غیرخطی -6
)                 :اشد کهاین خاصیت را داشته ب ) ( ) AffAAgAfgfA αα =+=+ ,  

صورت اپراتور مزبور را اپراتور غیرخطی  نامیم در غیر این  را یک اپراتور خطی میAاپراتور
  اپراتورهاي غیرخطی هستندکه در بالا تعریف کردیم C وS طور مثال اپراتور  به .نامیم می
)                                                      :زیرا ) ( ) 333 gfCgCfgfgfC +=+≠+=+              

) :  را اپراتور مشتق تعریف کنیم یاD راگر اپراتو )
dx

dD   : خطی است زیراD اپراتور،  =

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )xDgxDf
dx

xdg
xd
xdfxgxfD +=+=+=  

( )( ) ( ) ( )xDf
dx

xdfxfD ααα ==  

 دلخواه داشته fطوري که براي تابع   دو اپراتور باشند بهB وAاگر :  معکوسراپراتو -7
)               :                                                                                               باشیم ) fBfA =  
)                                                                     :توان نوشت می ) 1==⇒= IABffAB  

AAB                        :توانیم بنویسیم  است و میA معکوسBگوئیم  بنابراین می /11 == − 

fAggfA                                                                               :بدین ترتیب =⇔=−1  
   جبر اپراتورها-1-2-1

ها همانند سایر مقادیر جبري نا آبتوان  ق کند مید اپراتورها صاياگر خواص زیر بر
توان   یک اپراتور باشد که خواص زیر در آن صدق نماید میAطور مثال اگر ب.رفتار نمود

nmnm :نوشت AAA  اپراتور باشند در صورت صادق C وB وA اگر.علیهذاقص  و ⋅=+
  :هاي جبري استفاده نمود تتوان همانند سایر کمی  میا از آنه زیرقواعدبودن 
ABBA      قانون جابجائی براي جمع ) الف +=+  
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  6

)    پذیري براي جمع  قانون شرکت) ب ) ( ) CBACBA ++=++  
BAAB      قانون جابجائی براي ضرب ) ج =  
)      پذیري براي ضرب  قانون شرکت) د ) ( )CABBCA =  
)        قانون توزیعی ) ه ) ACABCBA +=+  
  تفاضل اپراتور -1-2-2

 ،هم تعریف کنیم دو دوره زمانی پشت سرکمیتی در عنوان اپراتور اختلاف    را به∆اگر
  .شود  نامیده میتفاضل اپراتور  در آن∆دهیم که  شکل زیر نشان می  اول را بهمرتبۀ  تفاضل

( ) ( ) ( )tftftf −+≡∆ 1           ) 6 (  
ttt                            براي مثال yyy −=∆ +1  

   :پیدا خواهد شدبه شکل زیر  مرتبه دوم تفاضل بگیریم تفاضلاگر از رابطه فوق 
( ) ( ) ( ) ( )ttttttt yyyyyyy −−−=−∆=∆∆ ++++ 1121  

)                                 :                    یا به عبارت دیگر ) ttttt yyyyy +−=∆=∆∆ ++ 12
2 2  

t و یا    ∆ty3همین ترتیب     به
n y∆تفاضـل  سـوم یـا   تفاضـل توان پیدا کـرد کـه     را میn  ام نامیـده 

  :ه استهاي زیر آمد  در نمونهتفاضلبیان دیگري از اپراتور . دنشو می
( ) ttt mmm −=∆ +1  

( ) ( ) mmm ttt −+=∆ 1  

( ) ( ) ( ) tttttttt mmmmmmmm +−=−−−=∆ +++++ 121122 2  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )mmmmmmmm tttttttt ++−+=−+−+−+=∆ 1221122  
( ) 11 =−+=∆ ttt  
( ) o=−=∆ mmm  (m )عدد ثابت       

   :توان نوشت  بنابراین می.  یک اپراتور خطی است∆اپراتور
( ) ( )( ) ( ) ( )tgtftgtf ∆+∆=+∆                 ( )( ) ( )tftf ∆=∆ αα                         )7(  

   اپراتور انتقال-1-2-3
 مقدار متغیر در دوره بعدي ،دهیم و معنی آن  نشان میEاپراتور انتقال را معمولاً با 

  : به عبارت دیگر.است
( ) ( )tftEf =−1           )8(  
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 7    ثبات پویاي تعادل

  

21                                                                                              :براي مثال ++ = tt yEy  
123

2
−−− == ttt yEyyE 

  :باشد یکه یا اپراتور واحد می اپراتور 1 رابطه زیر را دارد که ∆  با اپراتور Eاپراتور
1+∆=E            )9 (  

)                                                  :براي مثال ) ( ) 111 ++ =+−=+∆= ttttttt yyyyyyyE 

( ) 121 222 +∆+∆=+∆=E  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 211

22 212 +++ =+−+−∆=+∆+∆= tttttttttt yyyyyyyyyyE  

  تفاضل اپراتور معکوس -1-2-4
 نشان داده ∆−1 که باتفاضل معکوس اپراتور ∑طبق قضییه اصلی حساب زیگما 

  :شود برابر است با می

( ) ( ) 1
1

1

1

+−

=

∆=∑ n
n

t
tftf                                                        )10(  

   : بگیریم خواهیم داشت∆دو طرف  اگر از هر.شود درستی این رابطه به شکل زیر اثبات می

                                                                                    ( ) ( ) 1
1

1

1 +

=

−∑ ∆∆=∆ n
n

t
tftf  

  :دهیم حال سمت چپ رابسط می

( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

=+++∆=∆
n

t
nffftf

1
...21  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )111...212111 fnfnfnfffff −+=−+++−++−+  
)                     :سمت راست برابر خواهد بود با ) ( ) ( ) ( )111

1
1

1
1 fnftftf nn −+==∆∆ ++−  

 به عبارت .ی استفاده نمودتفاضلتوان براي حل معادلات   می∆−1بعداً خواهیم دید که از اپراتور
)                                                                   :دیگر اگر داشته باشیم ) ttt yyytf ∆=−= +1  

 
)                                          :  از هر دو طرف خواهیم داشت∆−1ن با گرفت ) tytf ∆∆=∆ −− 11   

( ) ( ) ctftfy
n

p
t +=∆= ∑

−

=

−
1

1

1  یا                       

ذف شده و  حدو طرف گرفتن از ∆ یک عدد دلخواه است که با cتوجه کنید مقدار ثابت 
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  8

  :نمودعبارت زیر  استفاده از توان   می∆−1 با استفاده ازلذا. گردد معادله عیناً به شکل قبل برمی

( ) ( )∑
−

=

− +=∆
1

1
1

1
n

t

n ctftf                                                                 )11(  

  بدین ترتیب . باشد  یک اپراتور خطی می∆−1توان نشان داد که اپراتور براحتی می
( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtftgtf 111 −−− ∆+∆=+∆                  ( )[ ] ( )tftf 11 −− ∆=∆ αα  

   اپراتور تأخیر-1-2-5
)اگر  )tfتابعی از  tباشد اپراتو تاخیر یا Lکنیم عریف می را به شکل زیر ت  

( ) ( )1−= tftLf                                               )12(  
   : به عبارت دیگر. یک اپراتور خطی استLتوان نشان داد که اپراتور  براحتی می

( ) ( )( ) ( ) ( )tLgtLftgtfL +=+                  ( )( ) ( )tLtfL αα =  
)                                                                  :توان نوشت  میبه طور کلی ) ( )ktftfLk −=  

 :توان به شکل زیر نوشت  میE و∆ را برحسب اپراتور Lاپراتور

∆−= 1L , EL −= 2                                                            )13     (  
   توابع فاکتوریل-1-2-6

   :کنیم تابع فاکتوریل را به شکل زیر تعریف می
( )( ) [ ]( )1...21 −−−−= mttttt m   m=1,2,3,…                     )14(  

نام فاکتوریل به این دلیل برآن گذاشته شده چون اگر . ضرب است عامل mرابطه فوق شامل
mt )                                                :  باشد داریم= ) ( )( ) !12...21 mmmmm m =⋅−−=  

)کنیم   باشد تعریف میo=mاگر  ) 1=ot.کنیم فی تعریف می براي اعداد صحیح من:   
( )

( )( ) ( ) ( )m
m

mtmttt
t

)(
1

...21
1

+
=

+++
=−   m=1,2,3,…                    )15(  

  : به روابط زیر توجه کنید.توان تعریف کرد نیز میرا فاکتوریل پولی نومیال از تعاریف فوق 
( ) tt =1                             ( ) ttt −= 22                               ( ) tttt 23 233 +−=  
( ) ttttt 6116 2344 −++=                              ( ) tttttt 24503510 23445 +−+−=  

   :شود  به شکل زیر تعریف میp فاکتوریل درجهپولی نومیال pبدین ترتیب براي عدد صحیح
( ) ( ) aptata pp +++ − ...1

1o    oo ≠paaa ,...,, 1                         )16(   

تواند بعنوان یک   فاکتوریل میپولی نومیالبا استفاده از روابط فوق به راحتی واضح است که 
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 9    ثبات پویاي تعادل

  

یافته فاکتوریل در ارتباط با هر تابع  تابع تعمیم.  تعریف شودp معمولی از درجهپولی نومیال
)دلخواه )tfشود  به شکل زیر تعریف می  

( )[ ]( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )1...21 −−−−= mtftftftftf m   m=1,2,3,…          )17(  

  mو همچنین براي عدد صحیح 

( )[ ]( )

( ) ( ) ( )mtftftf
tf m

+++
=−

...21
1

             m=1,2,3,…          )18(  

تر را   ی مشکلتفاضلر حل معادلات همانطور که خواهیم دید تابع فاکتوریل استفاده زیادي د
توان با استفاده از آن فرمولهائی نظیر مشتق و انتگرال را در حالت گسسته بررسی  دارد زیرا می

 لاً که عمکردتوان با استفاده از توابع فاکتوریل به شکل دیگري تعریف  بعضی توابع را می. نمود
  :ل به عبارت زیر توجه کنیدبراي مثا. نماید دلتا یا زیگما گرفتن را تسهیل می

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ 122

1

1

2 ttttt
ttt +=⇒=
−=                           )19(  

( ) ( )( )mttt mm −=+1                                     )20(  
( ) ( ) ( )mmm mtttt += +1                            )21(  

    توابع خاصتفاضل -1-2-7
  :توان به شکل زیر نشان داد  توابع زیر را میتفاضلبا استفاده از تابع فاکتوریل 

[ ] o=∆ c                           ( )[ ] ( )1−=∆ mm mtt                            [ ] ( )1−=∆ bbb tt  
 

( )( )[ ] ( )( )1−+=+∆ mm qptmpqpt                                        [ ] ( )1−=∆ rrtrt eee  

 [ ] ( ) 





 +=∆

2
1cos2/sin2sin trrrt                 [ ] ( ) 






 +−=∆

2
1sin2/sin2cos trrrt  

[ ] ( )tLntLn 11)( +=∆                        [ ] ( )tt bb 11loglog +=∆                       )22(  

 :استفاده نمودنیز  تفاضلبراي توان  میقواعد زیر را همانند مشتق پیوسته 
( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtftgtf ∆+∆=+∆                           ( )[ ] ( )tftf ∆=∆ αα   const=α  
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tftgtgtftgtf ∆++∆=∆ 1 ( ) ( ) ( ) ( )tgtftftg ∆++∆= 1  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgtftftgtgtf ∆∆+∆+∆=                                        )23(  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1+

∆−∆
=








∆

tgtg
tgtftftg

tg
tf  
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  10

   زیگماي توابع خاص-1-2-8
هاي ارائه شده همانند مشتق در حالت پیوسته هستند که همگی بر  ولدر قسمت قبل فرم

1=∆t1 اگر بجاي .اند  شدهقسیم ت=∆tبگذاریم o=∆t را به ∆ و علامت D تبدیل کنیم 
همین . هاي مشتق معمولی خواهند شد ها تبدیل به فرمول  تمام فرمول)باشد که اپراتور مشتق می(

با استفاده از تابع فاکتوریل . باشد  می∫ حالت گسسته∑که صادق است ∫ و∑موضوع براي 
  :ی دارندتفاضلانیم بنویسیم که کاربرد زیاري در حل معادلات تو هاي زیر را می فرمول

∑ = tαα                              
1−

=∑ b
bb

t
t                           

1−
=

⋅
⋅∑ r

tr
tr

e
ee  

( )
( )

( )∑ +
=

+

hm
tt

m
m

1

1

, 1−≠m                   ( )( ) ( )( )

( ) 1,
1

1

−≠
+

+
=+∑

+

m
pm

qptqpt
m

m  

∑






 −

−=
r

tr
rt

2
1sin2

2
1cos

sin                   ∑






 −

=
r

tr
rt

2
1sin2

2
1sin

cos   (24)  

  : استفاده نمود∑براي توان  میقواعد زیر را نیز همانند انتگرال پیوسته 
( ) ( )[ ] ( ) ( )∑ ∑ ∑+=+ tgtftgtf              ( ) ( ) consttftf∑ ∑ == ααα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∆+−=∆ tftgtgtftgtf 1,                                                 (25) 

 »انتگرال معین« مشابه با »زیگماي معین« .باشد   می∆−1 درست برابر عملکرد اپراتور∑اپراتور 
  :توان به شکل زیر نوشت را می

( ) ( ) ( ) ( )111
1

1

1 FNFtftf n
n

−+=∆= +−∑                                  )26(  
   زیگماي توابع با استفاده از اپراتور-1-2-9

 توابع را بدست ∆−1 یا ∑در فصول بعد در حل بعضی از مسائل نیاز خواهیم داشت که
 تا شود حل قدم به قدم آن ارائه می. روش زیر در پیدا کردن جواب روش مناسبی است. آوریم

شود را  اي که زیادتر مورد استفاده واقع می یک مسئله. بتوان از آن در مسائل مشابه استفاده نمود
) و b≠1اگر . کنیم اثبات می )tpتابعی از tباشد داریم :    

( )[ ] ( )
( ) ( )

( ) ctp
b
b

b
b

b
b

b
btpbtpb

t
tt +








+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

==∆ ∑− L3

33

2

22
1

111
1

1
     (27) 
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 11    ثبات پویاي تعادل

  

)توانیم براي هر تابع  براي اثبات می.باشد زیگما می  مقدار ثابت دلخواهcکه )tFبنویسیم :  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFbEbtFbtEFbtFbtFbtFb tttttt 11 11 −=−=−+=∆ ++  

( ) ( ) ( )tFbEtp 1−= :کنیم فرض می                                                                              

( ) ( )tp
bE

tF
1

1
−

=  یا                                                  
)                                                                          :توان نوشت بنابراین می ) ( )tpbtFb tt =∆          

  : داریم∆−1پس با گرفتن 

( )[ ] ( ) ( )tp
bE

btFbtpb ttt

1
11

−
==∆−

( ) ( )tp
b

bt

11
1

−∆+
=

( )tp

b
bb

b t

1
1

1
1

−
∆

+
⋅

−
= ( ) ( )

( )tp
b
b

b
b

b
b

b
bt









+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

= L3

33

2

22

111
1

1
 

)توجه کنید اگر . توان به آن اضافه نمود  را نیز میcکه ثابت دلخواه  )tp نومیال از پولی یک 
  . ام متوقف خواهد شدmجمله باشد سري داخل کروشه در mمرتبه

ولی نکته مهم . توان از روش فوق استفاده نمود  حالات کلی دیگر نیز میبسیاريبراي 
  :آوریم  مثلا رابطه زیر را بدست می.است که باید اثبات فوق را در مورد آن انجام داد این

( )
( ) ( )

( ) ctp
bbbb

btp
b

t

t +







+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

=



∆

−

+
− L3

3

2

2

1
1

111
1

1
1

          (28) 

  :توان نوشت  میF(t)تابع   براي هرهمانند فوق

Δ[ 1

1
+tb

F(t)]= 2

1
+tb

F(t+1)- 1

1
+tb

F(t) = 1

1
+tb

[
b
1

E F(t)–F(t)] 

 = 1

1
+tb

(
b
E

-1)F(t)= 1

1
+tb

(
b

bE −
)F(t) 

b
bE −

F(t)= p(t) :                                                                                   کنیم تعریف می 

 F(t)= 
bE

b
−

 p(t)                                                                                                 و یا  

Δ 1

1
+tb

F(t)= 1
1

+tb
p(t)                                                                        توانیم بنویسیم می                   

1
1

1
1)(1
+

−
+ ∆= tt b

tF
b

: توان نوشت از طرفین می                                                1−∆  با گرفتن

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  12

)(
1

11)(1)(1
111

1 tp
b

Eb
tp

bE
b

b
tp

b ttt −
⋅=

−
⋅=∆ +++

− :                                            پس  

)(

1
1

1
1

1)(

11

1

1

1

11
11)(

11
1

11 tp

b
b

b
b

tp

b
bb

b
tp

b

tt

−
∆+−

=

−

∆
+

⋅
−

⋅=
−+∆

= ++
 

( ) ( )
( )tp

bbbb
b t









+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

=
−

L3

3

2

2

111
1

1
 

  . توقف خواهد شدام سري داخل کروشه مm یک پولی نومیال باشد در جمله p(t)اگر 
  2تمرین 

   :ات زیر را بسط دهیدارعب -1
1- ∆ (2t-1)2   2-  E(5t-4)1/3   3- ∆ 2(2t2 – 5t)           4-  3E2 (t2+1) 
5- ( ∆ +1)2 (t+1)2  6-  (tE2 +2tE+1)t 2               7-  ∆ 2E3t         8- (3 ∆ +2)(2E-1)t2        
9- (2E-1) (3 ∆ +2)t2               10- (t ∆ E)2 t2 

  . درستی یا ناردستی روابط زیر را تعیین کنید -2
1- (E-2) ( ∆ +3)= ( ∆ +3) (E-2)               2- (E-2t)( ∆ +3t)= ( ∆ +3t)(E-2) 

  .  یک اپراتور خطی استEنشان دهید که  -3
  . دیگیري نمای   نتیجه En و∆nمورددر اپراتور خطی هستند و از آن   E2 و∆2نشان دهید که -4
∆=∆نشان دهید که  -5 EE.   
1)()1(نشان دهید که -6 −=− tftfE و)()( ntftfE n   . باشد  یک عدد صحیح میnکه  −=−
  . عبارات زیر را محاسبه کنید -7

1-  )63753( )1()2()4()5( ++−+∆ tttt      2-  )( )2()3( −− +∆ tt   3-  )2)(( )2()2( −+∆ tt  

4-  )432( )2()2()3(2 ttt +−∆ −−                     5-  )352( 24 −+−∆ ttt  
   :هاي زیر را برحسب تابع فاکتوریل بنویسید پولی نومیال -8

1-  3t2 – 5t+2                   2-  2t4 + 5t2 -4t +7 
  . را اثبات کنید 7-2-1در ) 23(روابط  -10            . را اثبات کنید7-2-1در ) 22(روابط  -9

  . را اثبات کنید  8-2-1در ) 25(روابط  -12           . اثبات کنید را8-2-1در ) 24(روابط  -11
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 13    ثبات پویاي تعادل

  

  مرتبه اول خطی همگن ی تفاضلمعادلات  -2
  

 یـک  kکـه   نوشت  yt= kyt-1توان به شکل  مرتبه اول را میهمگن ی خطی تفاضلمعادله 
. داریـم   y0=c براي حل کامل این معادله احتیاج به یک جـواب اولیـه مـثلاً      .باشد میمقدار ثابت   

  فـوق یتفاضـل  در معادلـه  y0=c جواب اولیه    اهمراه ب  t،...دو، سه،  ، را به ترتیب برابر یک     tمقدار  
   :دهیم قرار می

y1 = ky0= kc,     y2= ky1 = k2c,     y3= ky2= k3c  , …,     yt = ktc                        (29) 

 t را به صورت تابعی از ytش فوق که به روش عددي موسوم است مقدار وبه عبارت دیگر از ر
 را یتفاضلو هم خود معادله اولیه ون هم جواب  چ1 نوشتیم که طبق نتیجه y0=cو مقدار اولیه 

  . باشد ی خطی مرتبه اول همگن میتفاضلنماید جواب معادله  برقرار می
    2 نتیجه
  . باشد  میc=y0 که در آن yt= ckt برابر است با  yt= kyt-1 خطی تفاضلمعادله  جواب

  ثبات پویاي تعادل  -2-1
 نتیجتاً . داردk و cاول فوق بستگی به مقادیر مرتبۀ ی تفاضلروند زمانی در معادله 

ثبات از ر منظو. سی نمودرتوان در مقدار این دو پارامتر بر چگونگی ثبات پویاي تعادل را می
 تعادلمقدار   به سمت یکytنهایت میل کند مقدار   به سمت بیtپویاي تعادل این است که اگر 

 نیز به بینهایت نزدیک خواهد yt مقدار tثابت یا صفر یا معین میل خواهد کرد یا اینکه با افزایش 
  . یممنا ثبات می  درحالت اول روند زمانی را با ثبات و درحالت دوم بی.شد

   در ثبات پویاي تعادل kاثر  -2-1-1
یابد  افزایش می t را وقتی که cktبه عبارت دیگر باید در معادله فوق روند زمانی جمله 

باشد چون  می cمیت بیشتري از ه در این قسمت داراي اk واضح است که مقدار .بررسی نمائیم
. )c=1(باشد  برابر با یک می cکنیم که مقدار    فرض میkبراي بررسی اثرات . رسد  میtتوان ه ب

باشد را به هفت   می-∞تا + ∞ که از kبه منظور تجزیه و تحلیل این مطلب دامنه تغییرات 
آورده ) 1-2(تصویر  و همچنین در) 1-2(کنیم این مناطق در جدول  منطقه متمایز تقسیم می

  . شده است
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  14

  )1-2 (جدول  ktمقدار 
t=4 t=3 t=2 t=1 t=0  مثالkt  مقدارk  منطقه 
16 8 4 2 1 (2) t b>1        (|b|>1) I 
1 1 1 1 1 (1)t B=1       (|b|=1) II 

16
1

 
8
1

 
4
1

 
2
1

 
1 t)

2
1(  0<b<1   (|b|<1) III 

0 0 0 0 0 (0)t b=0        (|b|=0) IV 

16
1

−  
8
1

−  
4
1

 
2
1

−  
1 t)

2
1(−  -1<b<0  (|b|<1) V 

1 -1 1 -1 1 (-1)t b=-1      (|b|=1) VI 
16 -8 4 -2 1 (-2)t b<-1      (|b|>1) VII 

 باعث kt در هر منطقه مقدار ،واضح است 1-2و تصویر  1-2همانطور که از جدول 
 بیشتر t با افزایش ktباشد   میk>1 که I در منطقه .شود  میy مختلف روند زمانی هايایجاد شکل
 این نمودار به صورت یک . آورده شده است1-2نمودار آن در بالاي تصویر . شود و بیشتر می

 tبراي تمام مقادیر  ktباشد   میk=1 که IIدر منطقه . تا یک منحنی پیوستهاي است  تابع پله
 III ،1<K<0در منطقه . ن بصورت یک  خط افقی استآ بنابراین شکل .باشد مساوي با یک می

با . رسد  میtدر این منطقه یک عدد کوچکتر از یک ولی بزرگتر از صفر به توان . باشد می
باشد و در   میIV ،k=0در منطقه . یابد ولی همیشه مثبت است  کاهش میk2 مقدار tافزایش 

 زمانی.  منطبق استtشود که بر محور   خواهد شد و شکل این معادله خط راستی میkt= 0نتیجه 
 در هر دوره زمانی مقادیر منفی یا مثبت به خود kt کوچکتر از صفر باشد مقدار kکه مقدار 

رد ولی خود اگذ  روبه کاهش میkt قدرمطلق tفزایش  با اk<0<1-  کهV  در منطقه.گیرد می
رود و   بالاتر میt در نتیجه هرچه .شود منفی یا مثبت می tوج یا فرد بودن ز بازاء ktمقدار 

 در منطقه. شود  نزدیک میt به سمت محور ktآن آمده تابع  به همانطور که در تصویر مربوط
VI، k= -1باشد و تابع   میktرد بودن  بازاء زوج یا فt، بالا و پائین محور t بالاخره . گیرد قرار می

. شود  دورتر میt از محور t همانند تصویر با افزایش ktباشد  می k<-1، زمانی که VIIدر منطقۀ 
  : به شکل زیر استkt  (k≠0)روند زمانی . توان به شکل زیر خلاصه کرد مطالب فوق را می

k>0           غیرنوسان کننده     k<0   نوسان کننده            |k|>1                غیرمیرا k|<1| میرا      
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 15    ثبات پویاي تعادل

  

  .دهد  را نشان میytنامیرایی روند زمانی /عدم نوسان و مقدار آن میرایی/ نوسانkیعنی علامت 

  
  1-2تصویر 
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  2-2تصویر 
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 17    ثبات پویاي تعادل

  

   در ثبات پویاي تعادل اثر شرط اولیه -2-1-2
 را ثابت و برابر یک فرض cم میزان دیسنجی  را در ثبات پویاي تعادل میkکه اثر  زمانی

 باشد c|>1|شود به عبارت دیگر اگر   باعث اثرات مقیاس میckt در تابع c مقدار .ایم بودکرده
اگر . گردد  میyt باشد باعث کوچکتر شدن مقیاس بر روي محور c|<1|مقیاس را بزرگتر و اگر 

c<0 با قرینه آنها نسبت به محور 1-2 باشد تمام نمودارهاي تصویر tشوند چون یک   عوض می
  .  آورده شده است2-2این شکل در تصویر . شود ضرب می ktعلامت منفی در مقدار 

  3 تمرین
  .  زیر را حل کنیدتفاضلیمعادلات  -1

1-   yt+3 = -yt+2       y0= 10 
2-   yt+1 = ayt+2       y0= b 
3-   yt+1 = -3yt+2      y5= -4 

  . در چگونگی روند زمانی معادلات زیر بحث کنید -2

1-    yt= 3t                                                 2-    yt= 2(
3
1

)t               

3-    yt= 5(-
10
1

)t                                        4-    yt= -3(
4
1

)t 

  .  بحث کنید1در چگونگی روند زمانی معادلات تمرین -3

)(1یتفاضـل در معادله    -4 −−
= tt y

ba
ay    کـه a   و b       پارامترهـاي نامـشخص هـستند چگـونگی 

  .ی نمائیدرس برb و a را بر حسب ytروند زمانی 
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  18

  ی خطی مرتبه دوم همگن تفاضللات معاد -3
  

 رمقادی bو  a هستند که زیر خطی مرتبه دوم همگن داراي شکل کلی تفاضلمعادلات 
   :باشند ثابت می

yt+ ayt-1 + byt= 0                                                                                                )30(  
 در نظر )30( یتفاضل مرتبه اول جواب آزمایشی زیر را براي معادله یفاضلت همانند معادله 

  .بگیرید
yt= xt                                                                                                                                                                                  )31(    

  . نویسیم  میt-2 ، t-1هاي  ي زمانا این رابطه را بر
yt-1 = xt-1                         yt-2 = xt-2  

  x2 + axt-1 + bxt-2 = 0:                                         کنیم جایگزین می) 30(معادلات فوق را در 
  :شود ر ذیل می قراه حاصل ب.مکنی  تقسیم می xt-2طرفین را بر 

x2 + ax + b = 0                                                                                                   )32 (  
خوانده یا معادلۀ مشخص  charachteristic equationاین معادله به نام معادله کرکتریستیک  

   :باشد هاي زیر می ه و داراي ریشهاین حالت از درجه دوم بود شود که در می

x', x"= 
2

42 baa −±−
  

  : داریم31با جایگزین در 
yt= (x')t, yt= (x")t                                                                                                                                                     )33(  

 این مقادیر در ی با جایگزین.نمایند را برقرار می) 30 (یتفاضل معادله ytیر براي اخاین دو جواب 
براي روشن شدن این موضوع . نمایند میناین نتیجه واضح است ولی شرایط اولیه را برقرار ) 30(

   :به مثال زیر توجه کنید
   1-3 مثال

 yt-1 – 5yt-2=0ی تفاضلمعادله 
4
1

  yt-5 را با شرایط اولیهy0= 3 و 
2
1

 y1= 6  حل کنیدرا .  
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 تـشکیل   فـوق  یتفاضـل را بـراي معادلـه      ) 32(معادله کرکتریستیک   ) 31(با احتساب جوابی چون     
   :دهیم می

x2 - 5
4
1

x-5=0       x'= 4 ، x"= 1
4
1

  ==>   yt= (4)t , yt= (1
4
1

)t 

و   y0= 3این جواب شرط اولیه 
2
1

 y1= 6 نماید زیرا مین را برقرار:   

y0= 40 ≠3,      y0= (
4
11 )0 ≠3 

y1= (4)1 ≠
2
16 ,   y1= (

4
11 )1 ≠ 

2
16  

  اصلاح براي شرایط اولیه  -3-1
 و هم شرایط اولیه را برقرار نماید قضیه زیر را یتفاضلمعادله هم براي رسیدن  به جوابی که 

   :ملاحظه کنید
  1قضیه
یز ن  By2,t  وAy1,t دوم را برقرار نمایند    مرتبۀ   یتفاضلهائی باشند که معادله       ول فرم y2,t  و  y1,tاگر  

  . باشند  اعداد ثابت دلخواه میB و Aت که خاسد نآن معادله را برقرار خواه
 یتفاضـل مقـادیر مربوطـه را در معادلـه    yt-1  و  yt-2 بجـاي  و  yt= Ay1,t + By2,t  فرض کنـیم  اگر

   :واهیم داشتخقرار دهیم ) 30(
yt= -a(Ay1,t-1 ABy2,t-1) –b(Ay1,t-2 + By2,t-2) 

  : یمبا جابجائی جملات دار
yt= A[-ay1,t-1 +By1,t-2] + B[-ay2,t-1 – by2,t-2] 

نماینـد پـس بایـد     را برقـرار مـی  ) 30 (یتفاضـل  معادلـه   y2,t و   y1,tکه فرض کـردیم      اما از آنجائی  
y1t= -ay1,t-1 -by1,t-2                      :                           داشته باشیم 

      ,       y2t= -ay2,t-1 – by2,t-2  
   : خواهیم داشت.کنیم  جایگزین میytهاي  عبارات فوق را در کروشه

yt = Ay1,t + By2,t 
  . باشد و قضیه ثابت شده است می) 30( نیز یک جواب معادله yt براي  بدین ترتیب این رابطه
طبق قـضیه  . برگردیم که شرایط اولیه را نیز بتواند برقرار نماید        ) 30 (تفاضلمجدداً به حل معادله     

   :صادق است) 30(فرمول زیر در معادله ) 33(و با استفاده از  1
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 نظریۀ معادلات تفاضلی  20

yt= A(x')t + B(x")t                                                                                              )34(    

) 30(معادلـه   در y1= c1 و y0=c0 براي اینکه شرایط اولیه. باشند  اعداد ثابت دلخواه میB وAکه 
   :صادق باشند باید داشته باشیم

y0 = A(x')0 + B(x")0  = c0       ==>     A+B = c0 
y1 = A(x')1 + B(x")1 = c1        ==>     Ax'+Bx" = c1 

دهـیم تـا جـواب     قـرار مـی  ) 34(در معادلـه  و کنـیم    را محاسـبه مـی  B , Aاز دستگاه فوق مقادیر 
  . بدست آید

  2-3مثال 
  .  را حل کنید1-3مثال 

tt                      :داریـم ) 34( و بـا اسـتفاده از        1-3با توجه بـه مثـال       
t BAy )

4
11()4( و   =+

  براي شرایط اولیه داریم 

A+B= 3,     4A+ 
4
11  B= 

2
16        ==>      A= 1 ,   B=2 

tt:                                                        بابودپس جواب نهائی برابر خواهد 
ty )

4
11(24 +=  

  4تمرین 
  . ی زیر را حل کنیدتفاضلمعادلات  -1

1-     yt = 4yt-1 -3yt-2  y0= 2  y1= 4 
2-     yt = 6yt-1 -8yt-2  y0= 8  y1= 22 
3-     yt = 5yt-1 -6yt-2  y0=-3  y1= -4 
4-     yt = 3yt-1 + 10yt-2 y0= 8  y1= -2 
5-     yt = 8yt-1 -12yt-2 y0= 57 y1= 334 
6-     yt = 4yt-2   y0= 8  y1= -4 

  :کند چرا روش ارائه شده در این بخش براي معادلات زیر عمل نمی -2
1-     yt= 5yt-1 -9yt-2                                                        2-     yt= 3yt-1- 10yt-2 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 21    ثبات پویاي تعادل

  

   n همگن از مرتبه یتفاضلمعادلات  -4
  

ام nوم به مرتبه د مرتبه یتفاضل با مرتبه بیش از دو تعمیم معادله یتفاضلمعادلات 
 nمعادله مرتبه دربارة بریم  له مرتبه دوم بکار میداعتمام قضایا و روشی که در مورد م. باشد می

. باشد ماند در روش حل معادله کرکتریستیک می ه باقی میتنها فرقی ک. شود نیز بکار گرفته می
فصول بعدي بیشتر  در شود و  معادلات ارائه می  کلی نسبت به این گونهدیددر این قسمت یک 

 یتفاضلشکل کلی زیر را براي معادلات . یم نمودکرکتریستیک بحث خواهراجع به معادلات 
  :یریمگ نظر می  در)بدون عدد ثابت(همگن ام nمرتبه 

Yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n                                                                             )35(  
 yt= cxtجواب به شکل  باشد  yt= cyt-1  اگر : مرتبه اول داشتیمیتفاضلدر معادله 

 ,…, yt-1 = cxt-1                             :نویسیم هاي مختلف می رابطه را براي زماناین . خواهد بود

yt-n = cxt-n  
  cxt = ca1 xt-1 + ca2 xt-2 + … + can xt-n             :کنیم جایگزین می) 35(معادلات فوق را در 

  : حاصل برابر است با. نمائیم  تقسیم میcxt-nطرفین را بر 
xn = a1xn-1 + a2 xn-2 + …+ an                                                                               )36(   

براي معادلاتی . باشد  میnرابطه فوق معادله پلی نومیال کرکتریستیک ما خواهد بود که از درجه 
البته .  براي نداریمی بیش از چهار باشد فرمولnهاي آن وقتی   و پیدا کردن ریشهnنظیر 
دانیم که پولی   به هرحال می.دنها وجود دار نه پولی نومیالهاي عددي براي حل اینگو حل راه

  . منامی می  x1, x2, … , xnرا باشد که آنها   ریشه میnداراي ) 36(نومیال 
   2 قضیه

ام صـدق کننـد   n مرتبـه  یتفاضـل هائی باشند که تمام آنها در معادله  فرمول ynt , … y2t , y1t گرا
b1y1t + b2y2t + …+ bnynt مرتبه یتفاضلواب همان معادله جیک  نیز n باشـد   مـی. bn,…,b2,b1  
  . اعداد ثابت دلخواه هستند

  . باشد و اثبات آن کاملاً شبیه به آن است  می1قضیه تعمیم این قضیه 
   : شرط اولیه داشته باشیمn دام بایn مرتبه یتفاضلبراي حل معادله 

y0 = c0 , y1 = c1 , … , yn-1 = cn-1  
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  . کند صدق می) 35( فرمول زیر در معادله 2قضیه  از طرفی طبق 
yt = b1(x1)t + b2 (x2)t + …+ bn(xn)t                                                                      )37 (  

با مقادیر شرایط اولیه محاسـبه  را  اعداد ثابت دلخواه هستند که مقدار آنها  bn , … , b2 , b1 که 
  : صدق کند باید) 35(معادله  براي اینکه شرایط اولیه در. نمودخواهیم 

y0 = b1(x1)0 + b2 (x2)0 + … + bn(xn)0 = c0 
y1 = b1(x1)1 + b2 (x2)1 + … + bn (xn)1 = c1 
………………………………………… 
yn-1 = b1(x1)n-1 + b2 (x2)n-1 + …+ bn (xn)n-1 = cn-1 

آوریـم     بدسـت مـی   bn , … , b2 , b1هائی براي  مجهولی فوق جواب n معادله nبا حل دستگاه 
  . بدست خواهد آمد) 35(قرار دهیم جواب معادله ) 37(که اگر آنها را در 

   1-4مثال 
 زیـر حـل    را بـا شـرایط اولیـه    yt = 3yt-1 + 15yt-2 – 19yt-3 -30yt-4 مرتبه چهارم یتفاضلمعادله 
   y3 = 304 , y2= 90 , y2= 90  , y1=6  , y0= 5                                                            :کنید

  . دهیم را تشکیل می) 36(پولی نومیال کرکتریستیک 
x4 – 3x3 – 15x2 + 19x + 30= 0 

هـا در    ایـن ریـشه  یبا جایگزین. باشد  میx4= 5 , x3= -3 , x2 = 2 , x1 = -1هاي  که داراي ریشه
  yt= b1(-1)t + b2(+2)t + b3(-3)t + b4(+5)t                                            :خواهیم داشت) 37(

   :مکنی می را پیدا  b4 , b3 , b2 , b1 جواب فوق صدق کند مقادیر دربراي اینکه شرایط اولیه هم 
y0 = b1 + b2 + b3 + b4 = 5 
y1 = b1 + 2b2 - 3b3 + 5b4 = 6 
y2 = b1 + 4b2 + 9b3 + 25b4 = 90 
y3 = -b1 + 8b2 -27 b3 + 125b4 = 304 

  b1 = 1 , b2= -1  , b3= 2  , b4= 3    :آید فوق مقادیر زیر را بدست می    معادلات  از حل دستگاه    
  yt= (-1)t-(2)t + 2(-3)t + 3(5)t                                          : بنابراین جواب معین برابر است با

   5 تمرین
   :تشکیل دهیدرا  زیر یتفاضلرکتریستیک معادلات پولی نومیال ک -1

1-     yt+1 + yt+2 + yt+3 + yt+4 + yt+5+ yy+7= 0                3-     yt-1 + dyt-9 = 0 
2-     2yt – byt-1 + cyt-8= 0                                           4-     yt+3 – yt+8 = 0 

   فوق خواهد بود؟ یتفاضلمت قادر به حل معادلات آیا روش بحث شده در این قس -2
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  ی خطی غیرهمگنتفاضلمعادلات  -5
    

  . کنیم ی خطی غیرهمگن را به شکل زیر تعریف میتفاضل کلی معادله روه طب
yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n + b                                                                     )38  (  

  ی خطی غیرهمگن مرتبه اول تفاضلمعادله  -5-1
باشد را در نظر  غیرهمگن از مرتبه اول میخطی  یتفاضلمعادلۀ معادله زیر که یک 

  : ثابت هستندc,a که بگیرید
Yt+1 + ayt = L                                                                                                     )39(  

 ypباشد یک جواب خاص   غیرهمگن جواب عمومی شامل دو قسمت مییتفاضلدر معادلات 
 که جواب ycباشد و تابع مکمل  می) 39( جواب معادله غیرهمگن هرکه عبارت است از 

  . باشد می) 40(عمومی معادله همگن شده 
yt+1 + ayt=0                                                                                                        )40 (  

هاي ناشی از   بیانگر مقدار تعادل موقتی اولیه و تابع مکمل تعیین کننده انحراف ypجواب خاص 
 .اب عمومی را ایجاد خواهد کردو جyc , ypمجموع . باشد روند زمانی از تعادل موقتی اولیه می

 با .اول تابع مکمل را درنظر بگیرید. باشد ک شرط اولیه نیز لازم میقبل یهمانند ناگفته نماند 
  yt+1 = ckt+1 ,      yt= ckt                                                : توانیم بنویسیم  می2استفاده از نتیجه 

  ckt+1 + ackt= 0                                : کنیم جایگزین می) 40(روابط فوق را در معادله همگن 
   ckt (k+a)= 0:                                                                                    گیریم  فاکتور میcktاز 
cktچون اگر .گیریم نظر می  را مخالف صفر در ckt= 0 باشد نمودار آن یک خط راست است 

 خواهد k=-a:  پس. باید مساوي صفر باشدk+aار  پس مقد.شود که بر محور افقی منطبق می
 پس . قرار دادa- را مساويkعبارت فوق بدین معنی است که در جواب آزمایشی باید  .بود

  yc (= ckt) = c(-a)t                                : بدین ترتیب تابع مکمل باید به شکل زیر نوشته شود
 ypگفتیم که براي  قبلاً .را حل کند) 39(که معادله حال باید به دنبال جواب خاص بگردیم 

ترین شکل   اگر جواب آزمایشی با ساده،بنابراین. را انتخاب کنیم) 39(توانیم هر جوابی از  می
yt=M ) M حالا اگر .شکل دیگري نخواهیم داشتمبتواند جواب باشد ) یک عدد ثابت است 
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yt= M باشد y ابت ث مقدارMداشته باید  پس همچنین .ن حفظ خواهد کرد را در تغییرات زما

     : کنیم جایگزین می) 39(ر را داین مقادیر . yt+1= Mباشیم 
a

L
+1

M+aM= L  ==>  M=   
  : توان به شکل زیر نوشت  جواب خاص را می،کند  خاص معادله را برقرار میMاز آنجائیکه این 

Yp(=M) = 
a

L
+1

     (a≠-1) 

اب خاصو ج، باشدa=-1اگر 
a

L
+1

 تعریف نشده است و باید روش دیگري براي حل معادله 
           yt+1 = M(t+1): پس داریم. کنیم  را آزمایش میyt= Mtجواب لذا . غیرهمگن پیدا کنیم

                     :کنیم جایگزین می) 39(ین را در ا
att

L
++ 1

 M(t+1)+aMt=L    ==>    M=  

 yp(= Mt)= Lt:                                       بدین ترتیب.  خواهد بودM=L است پس a=-1چون 

یک تعادل متحرك بیانگر  و بنابراین ،باشد  میtاین شکل جواب خاص یک تابع غیرثابت از 
به شکل حالت مختلف فوق دو  که براي  جواب عمومی را تشکیل دادهyp , ycمجموع . است

   :شوند زیر ارائه می
yt = yc+ yp                                                                                                                                                                       )41(  

yt = c(-a)t+ 
a

L
+1

  (a≠-1)                                                                        )42(  
yt = c(-a)t + Lt= c+Lt (a=-1)                                                                        )43(  

 براي حذف این .باشند  نمیyt تعیین کننده دقیقاً) 43( و )c ،)42ولی با وجود عدد ثابت دلخواه 
   :شود به شکل زیر می) 42( در .)y0(کنیم   محاسبه میt=0 را در زمان ytمقدار ثابت مقدار 

c= y0 - a
L
+1

 

  : شود با استفاده معادله فوق از قرار ذیل می) 42(و نتیجتاً جواب نهائی براي 

yt = (y0 - a
L
+1

)(-a)t + 
a

L
+1

   (a≠= -1)                                                        )44(  
) 43( را از y0مقدار  را مساوي صفر قرار داده t .دهیم انجام می) 43(همین عملیات را براي 

   :گردد  به شکل زیر تبدیل می)43( جواب ، بنابراین.شود  میy0= c در نتیجه .کنیم محاسبه می
yt= y0+ Lt  (a= -1)                                                                                 )45(  
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  . شوند  نامیده می»جواب نهائی« یا »جواب معین«) 45(و ) 44( جوابهاي 
   1-5مثال 

 را با شرط اولیه yt –5yt-1 = 1 یتفاضلمعادله 
4
7

 y0=حل کنید .  
آن  را در yt=cktمقــدار  را تــشکیل داده و yt–5yt-1=0 همگــنمعادلــۀ بــراي یــافتن تــابع مکمــل 

   ckt-5ckt-1=0   ==> k=5   ==> yc=c(5)t                                                :کنیم جایگزین می
 و قـرار دادن آن در معادلـۀ غیـرهمگن       yt=Mایـشی    را با استفاده از جواب آزم      ypجواب خاص   

  :آوریم بدست می
M- 5M=1     ==>  m=-¼    ==>  yp= -¼ 

   - yt= c(5)t ¼          :       آید  جواب عمومی از مجموع تابع مکمل و جواب خاص بدست می
  . کنیم  را پیدا میc مقدار ثابت دلخواه y0 استفاده از t=0با قرار دادن 

y0= c(5)0 -
4
1

   ==>  
4
7

= c-
4
1

     ==>  c=2         

                                                                      :ین برابر خواهد بود باعجواب م
4
1 yt = 2(5)t -  

  ئی به سمت تعادل همگرا -5-1-1
 همگن مرتبه اول یتفاضل معادلات درراجع به ثبات پویاي تعادل  1-2در قسمت 

در این . قرار گرفتنظر  صحبت شد و تابع مکمل براي تجزیه و تحلیل ثبات پویاي تعادل مد
با گیریم و جواب خاص را در رابطه  نظر می  را به صورت غیرهمگن دریتفاضلقسمت معادله 

 جواب ، مطرح گردید2-5همانطور که در ابتداي قسمت . کنیم  بررسی میcktمل تابع مک
هاي ناشی از   تعیین کننده انحرافyc بیانگر مقدار تعادل موقتی اولیه و تابع مکمل ypخاص 

 اضافه شود، تابع ckt به جمله yp=5اي مانند   اگر جمله.باشد زمانی از تعادل موقتی اولیه میروند 
 پس . انتقال یابد5 باشد باید به سمت بالا به اندازه مقدار  دهنده روند زمانی میما که  نشان

 اما آن سطحی ؛ی یا واگرائی تابع روند زمانی نخواهد شدئاین امر باعث همگراواضح است که 
. دهد را که همگرائی یا واگرائی تابع روند زمانی نسبت به آن اتفاق خواهد افتاد را تغییر می

 نسبت به سطح تعادل cktدهند همگرائی یا واگرائی   نشان می2-2 و 1-2ه تصاویر چیزي را ک
 yt= yc+yp اضافه شود سئوال جدید این است که همگرائی روند زمانی ypزمانی که . صفر است
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 II را در منطقه k=1 چه خواهد بود؟ در این ارتباط یک حالت خاص ypنسبت به سطح تعادل 
به علت  yT= c(1)T + yP = c+yP روند زمانی یک تابع مانند .یریمگ  در نظر می1-2تصویر 

 را به c+yp مقدار yt به هر حال .کند  هیچگونه اثرات غیرمیرا تولید نمیt=1(1)وجود جمله  
 برسد مگر اینکه ypتواند به مقدار   هیچوقت نمیyt در واقع ؛  راypگیرد تا مقدار تعادل  خود می

c=01 حال اگر . باشد>k>0 باشد با افزایش t، ytمت سطح تعادل  به سyp حرکت خواهد کرد 
نسبت به و همگرائی ر کلی واگرائی وبط.  باشد روند زمانی واگرا خواهد بودk<0>1و اگر 

 باشد تابع روند زمانی نسبت به سطح تعادل  k|<1|و اگر دارد  kبستگی به مقدار  ypل داعتح سط
ypیگر به عبارت د.  همگرا خواهد بودyt= yc + yp نسبت به سطح تعادل ypگرایش زیر را دارد  :  

  k|>1| واگرا     ypنسبت به سطح تعادل 
  k|<1|    همگرا ypنسبت به سطح تعادل 

   خطی مرتبه دوم غیرهمگن یتفاضلحل معادله  -5-2
 گفته شد را با ذکر 2-5نکاتی که راجع به جواب خاص و تابع مکمل در قسمت 

   :کنیم میاي کامل  قضیه
   3 قضیه
  : اي باشد که معادله همگن مرتبه دوم زیر را برقرار سازد  رابطهwtاگر 

yt= a1yt-1 + a2yt-2                                                                                                                                                        )46 (  
   :یر را برقرار نمایدزمعادله غیرهمگن مرتبه دوم اي باشد که   رابطهztو همچنین 

yt= a1yt-1 + a2yt-2 + b                                                                                           )47(  
wt + zt سازد را برقرار می) 47( نیز معادله .  
 به آن افـزوده   bاست که مقدار ثابت     ) 46(همان معادله   ) 47( توجه داشت که معادله      باید: اثبات
  . کنیم جایگزین می) 47( را در سمت راست wt + zt . استشده

a1(wt-1 + zt-1) + a2 (wt-2 + zt-2) + b 
 را درa2  و  a1 بـراي ایـن منظـور   .باشـد  مـی  wt + ztحال باید نشان دهیم که عبارت فوق برابـر بـا   

  : شود  حاصل به شکل زیر می.کنیم جا میبها را جاzها و wها ضرب کرده و  پرانتز
[a1wt-1 + a2wt-2] + [a1zt-1 + a2zt-2 + b] 
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در  ztباشـد و همچنـین چـون     می wt صادق است پس کروشه اول برابر) 46(در   wtکه   از آنجائی 
 wt + ztجتاً عبارت فوق برابـر بـا   باشد و نتی می ztکند پس کروشه دوم هم برابر با   میقصد) 47(

باید توجه داشت در این قضیه هیچگونه تأکیدي نداشـتیم کـه   . استگردد و قضیه ثابت شده   می
b    مشابه روش فوق را براي حل معادلاتی که    یتوانیم روش   بدین ترتیب می  . یک عدد ثابت باشد 

  . یک جمله متغیر ساده داشته باشند بکار بریم
 تـابع مکمـل   wtو ) yp(خـاص  جواب  برابر با ztیابیم که   درمی2-5ات قسمت   توضیح بهبا توجه   

)yc (ائی برابر با هد و در نتیجه جواب ننباش میyt= yp+ yc  یـا yt = zt + wt يپـس بـرا  . باشـد   مـی 
تابع مکمل به جواب خاص و سپس محاسبۀ درجه اول احتیاج به  ت آوردن جواب نهائی در سبد

   :له زیر در نظر بگیریدداعمطلب مبراي روشن شدن . داریم
yt+2 + ayt+1 + byt= L                                                                                           )48(  

  . کنیم  میآزمایش) 48(را در معادله کامل  yt= M براي پیدا کردن جواب خاص، جواب 

M+aM+bM= L   ==>  M= 
ba

L
++1

 

  :  باشد جواب خاص برابر است باa+b≠0+1که  بدین ترتیب مادامی

yp(=M)= 
ba

L
++1

  (a+b≠-1)                                                                          )49 (  
اب واي آن ج ـخـورد و بایـد بج ـ    شکـست مـی  yt= M ی باشد جواب آزمایشa+b=-1که  زمانی

yt=Mt خواهیم داشت.کنیم را آزمایش :                                  
2)1( ++++

=
atba

LM  

 :                                                                                    است پسa+b= -1چون 
2+a

L
M=  

   : باشد به شکل زیر استa≠-2 و a+b=-1التی که بدین ترتیب جواب خاص در ح

Yp(=m) 
2+a

L
  (a+b= -1    , a≠-2)                                                     )50(  

بایـد جـواب   ، )باشـد  مـی  b=1واضـح اسـت کـه    (د و ب ـa=-2 ، a+b=-1اگر حـالتی داشـتیم کـه    

222 :                        پس. یم را امتحان کنyt= Mt2آزمایشی  )1()2( bttat
LM

++++
=  

   :آوریم در معادله فوق و ساده کردن آن جواب خاص را بدست میa=-2  و  b=1با وارد کردن 
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yp (=m) = 
2
1

tt  (a=-2 , b=1)                                                              )51 (  
   : مکنی می معادله همگن زیر را حل .کنیم می محاسبهال تابع مکمل را ح

yt+2 + ayt+1 + byt=0                                                                                             )52(  
اده شـده   کـاملاً توضـیح د  3در فـصل  باشـد   مـی  همگن از مرتبـه دوم  یتفاضلکه حل این معادله  

   :نویسیم می) 52(معادله کرکتریستیک را براي . است
x2 + ax + b = 0                                                                                                   )53(  

:                                      باهاي کرکتریستیک آن برابرند که ریشه
2

42 baa −±−
x' ,x" =  

  :اعداد ثابت دلخواه باشند داریم B و A اگر 1با استفاده از قضیه 
yc= A(x')t+ B(x")t                                                                                               )54(  

  :باشد  مکمل میبالاخره جواب نهائی به شکل حاصل جمع جواب خاص و تابع
yt= A(x')t+ B(x")t+yp 

توانیم براي هرکدام از حالات زیـر    که در شرایط مختلف توضیح داده شد میyp به  توجه حال با 
   :ر بگیریمظهاي عمومی زیر را در ن جواب

Yt= A(x')t + B(x")t+ 
ba

L
++1

           (a+b≠-1)                                               )54(  

Yt= A(x')t + B(x")t + 
2+a

L
           (a+b≠-1 , a≠-2)                                     )55(  

Yt= A(x')t + B(x")t+ 
2
1

t2             (a= -2 , b=1)                                         )56(  
) 54( بطور مثـال بـراي   . را محاسبه کنیمB , Aتوجه به شرایط اولیه مقادیر با له آخر باید در مرح
   : باید y1=c1 y0=c0ن شرایط اولیه تبا داش

y0= A(x')0 + B(x")0 +
t

L
++ 01

= c0 

y1= A(x')1 + B(x")1 +
b

L
++ 01

= c1 

) 54(آینـد کـه آنهـا را در      بدسـت مـی  A , Bفوق مقـادیر  مجهولی دو از حل دستگاه دو معادله 
   .آید بدست می) 48(کنیم و جواب معادله  جایگزین می
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داراي دو ریشه متمایز ) 53( معادله درجه دوم مدر مطالب فوق باید توجه داشت که فرض کردی        
را باشـند بایـد روش   ) complex(هـاي مخـتلط    ریـشه  "x و 'xدر صـورتی کـه     . باشـد   حقیقی مـی  
  . پرداخت این موضوع خواهیم هراجع ب بعداً . عوض کنیم

  2-5مثال 
  .   حل کنیدy1=2 , y0=6 را با شرایط اولیه yt= 2yt-1 + 3yt-2 + 8 یتفاضلمعادله 
  :ذف کرده تا تبدیل به یک معادله همگن شودحد ثابت معادله را دبراي حل معادله فوق ع: حل

yt= 2yt-1 + 3yt-2  
   :دهیم کتریستیک معادله فوق را تشکیل میپولی نومیال کر

x2 -2x -3= 0        ==>    x'=3 , x"=1  
x' و x" گذاریم می) 54( را درون                                                             :yc= A(3)t+ B(-1)t 

تـوان دنبـال کـرد یـا      ی براي اینکار یا روش نشان داده را م ـ   .م حالا جواب خاص را باید پیدا کنی      
 اگر بخواهیم روش قدم بـه قـدم را دنبـال    .استفاده نمود) 51(و ) 49(هاي   اینکه مستقیماً از فرمول   

  yt=M , yt-1=M , yt-2 =M           : پس.کنیم  را در معادله کامل آزمایش میyt=Mکنیم مقدار 
  M= 2M + 3M + 8    ==>   M=-2   ==>   yp=-2                                                :در نتیجه

  yt= A(3)t+ B(-1)t-2         :جواب نهائی برابر خواهد بود با مجموع جواب خاص و تابع مکمل
  :کنیم  را وارد میy1=2 , y0=6حال شرایط اولیه 

y0= A(3)0+ B(-1)0-2=6 
y0= A(3)1+ B(-1)1-2=2 

این اعداد را در داخل جواب . خواهد شد B=5 , A=3با حل این دستگاه دو معادله دو مجهولی 
  . د بدست خواهد آمدنعمومی قرار داده و جواب نهائی که شرایط اولیه را در نظر بگیر

yt= 3(3)t+ 5(-1)t-2  
  غیرهمگن  n خطی مرتبه تفاضلمعادله  -5-3

ش از  با مرتبه بی)با عدد ثابت( خطی غیرهمگن یتفاضلمعادله پیش از شروع به بیان حل 
  :دهیم  تعمیم میn را براي حالت کلی 3دو قضیه 

   4 قضیه
  : برقرار سازدرا ام زیر nاي باشد که معادله همگن مرتبه   هر رابطهwtاگر 

yt= b1yt-1 + b2yt-2 + …+ bnyt-n                                                                             )57(            
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  : ام زیر برقرار سازدnاي باشد که معادله غیرهمگن مرتبه   هر رابطهztین و همچن
yt= b1yt-1 + b2yt-2 + …+ bnyt-n + b                                                                       )58(  

  . سازد را برقرار می) 58( نیز معادله غیرهمگن wt + ztدر نتیجه 
  . شود باشد و به عهده خواننده گذاشته می  می3مانند اثبات قضیه کاملاً ه: اثبات
نظـر   عادلاتی که در این بخش راجع به آنان صحبت خواهیم کرد شـکل کلـی زیـر را در            مبراي  
  . گیریم می

yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n = L                                                                       )59(   
   :کنیم براي بدست آوردن تابع مکمل معادله همگن زیر را حل می

yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n = 0                                                                       )60(  
 yt= ckt,  yt= ckt-1 , … , yt-n = ckt-n :              هاي مختلف نوشته  را براي زمانyt=cktجواب 

   :خواهیم داشت) 60( روابط فوق در معادله یجایگزینو با 
cxt + ca1xt-1 + ca2xt-2 + …+ canxt-n = 0 

  : تقسیم نموده حاصل به شکل زیر است cxt-nطرفین را بر 
xn + a1

n-1 + a2xn-2 + … + an = 0                                                                          )61(  
هـاي آن را یافتـه و بـا اسـتفاده از       بـوده و بایـد ریـشه       nپولی نومیال کرکتریستیک فوق از درجه       

  : تابع مکمل را بنویسیم 2قضیه
yc = d1(x1)t + d2(x2)t + … + dn(xn)t                                                                     )62(  

حال باید جواب خاص را . باشند می) 61(هاي معادله کرکتریستیک   ریشهi=1,…, n براي xiکه 
   :کنیم آزمایش می) 59( را در معادله کامل yt=M جواب آزمایشی .پیدا کنیم

yt= yt-1 = …= yt-n = M 
  : خواهیم داشت) 59( این روابط در یپس از جایگزین

M+ a1M+ a2M+ …+ anM= L 
  : کنیم را از معادله فوق حساب می آن فاکتور گرفته و مقدار Mاز 

M= 
naaa

L
++++ ...1 21

  (a1+ a2+ …+ an ≠-1) 

  :ایم که شود جواب خاص را پیدا کردهنبه شرطی که مخرج کسر فوق صفر 
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yp (=M) = 

∑
=

+
n

i
ia

1

1

1
            )1(

1
−≠∑

=

n

i
ia                                                       )63(  

∑در صورتی که  
=

−=
n

i
ia

1
 .بریم  را بکار yt=Mt جواب yt=M  بود باید بجاي جواب آزمایش 1

 yt=Mt , yt-1=M(t-1), …, yt-n=M(t-n):                                                                       پس

  : هیم داشتخوا) 59( روابط فوق درون ی با جایگزین
Mt+ a1M(t-1) + a2M(t-2) +…+ anM(t-n)= L 

  Mt+(1+a1+a2+…+an - M(a1 + 2a2 +...+ nan) = L               :کنیم را محاسبه می Mدوباره  
 برابر M بدین ترتیب مقدار .شود  است پرانتز اول برابر صفر می   a1+a2+…+an=-1با فرض اینکه    

                                                                               :است با 
nnaaa

LM
+++

−
=

...21

 

  . ایم جواب خاص را پیدا کرده a1+2a2+….+nan ≠0نکه ایبه شرط 

Yp (=m)= 

∑
=

+

−
n

i
iia

L

1

1
  (∑

=

n

i
iia

1
≠0)                                                     )64(  

∑= 0(صورتیکه مخرج کسر فوق مساوي صفر باشد     در  
=

n

i
iia

1
) 59( را در yt=Mt2باید جـواب  ) 

 yt= Mt2 , yt-1 = M(t-1)2 , yt-n = M(t-n)2:                                       جایگزین کنیم

  :  خواهیم داشت جملاتيکنیم پس از دسته بند جایگزین می) 59( مانند قبل روابط فوق را در 
Mt2(1+a1+a2+…+an) + M(a1+22a2+…+n2an) - 2Mt(a1+2a2+…+nan)= L 

       : در نتیجه.پرانتز اول و پرانتز سوم هر دو برابر صفر هستند
annaa

LM 2
2

2
1 ...2 +++

=  

   :پس جواب خاص برابر خواهد بود با

∑
=

== n

i
i

p

ai

LMy

1

2
)(        ∑

=

−=
n

i
ia

1
1        ∑

=

=
n

i
iia

1
0         ∑

=

≠
n

i
iai

1

2 0 )65(         

0در صورتی که باز هم
1

2 =∑
=

n

i
iai یباید جواب آزمایششد yt= Mt3   را امتحان کنیم بـاز اگـر 

 و اگـر موضـوع ادامـه داشـت و محاسـبات         yt=Mt4 جـواب    ،مخرج کسر نهائی برابر با صفر شد      
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  حتمـاً yt=Mtnدهیم تا به جواب برسیم بالاخره جواب     را آنقدر ادامه می    شکست خورد این کار   
  : نویسیم عمومی را میجواب  با پیدا کردن جواب خاص .سازد ام را برقرار میn مرتبه تفاضل

yt= yc+ yp
 

yt=d1(x1)t+ d2(x2)t +…+ dn(xn)t + yp  
 dn تـا  d1کنیم تـا ضـرائب     وارد می راyn-1=cn-1 , … , y1=c1 , y0=c0در این مرحله شرایط اولیه 

  . را محاسبه کنیم و جواب نهائی را با توجه به شرایط اولیه مسئله بدست آوریم
y0= d1 (x1)0 + d2 (x2)0 +…+ dn (xn)0 + yp = c0 
y1= d1 (x1)1 + d2 (x2)1 +…+ dn (xn)1 + yp = c1 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::........... 
yn-1= d1 (x1)n-1 + d2(x2)n-1 +…+ dn (xn)n-1 + yp = cn-1 

ذکر ت ـ لازم بـه  . را محاسبه نمـود dn تا d1توان مقادیر   مجهولی فوق میn معادله   nاز حل دستگاه    
 .باشـد   ریشه حقیقـی و متمـایز مـی   nداراي ) 61( معادله کرکتریستیک کهفرض کردیم که است  

  . هاي مضاعف یا مختلط باشد روش حل را باید عوض کرد داراي ریشه) 61(که  در صورتی
   6 تمرین

   : زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات  -1
1-     yt= 5yt-1 -8  y0=5 
2-     yt+1+ 3yt=4  y0= 4 
3-     2yt+1 –yt= 2  y0= 7 
4-     yt+1 = 0.2yt+8  y0=1 

  : زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات  -2
1-     yt= 6yt-1 – 8yt-2 -9  y0=5 , y1= 19 
2-     yt= 3yt-1 + 10yt-2 – 12 y0= 9 , y1= -1 
3-     yt= 4yt-2 + 90            y0= -32 , y1= -14 

   :جواب خاص را در معادلات زیر بیابید -3
1-     yt= 4yt-1 – 3yt-2 + 5 
2-     yt= -7yt-1 + 8yt-2 -3 
3-     yt= -7yt-1 – 8yt-2-3 
4-     yt= 3yt-1 – 3yt-2 +yt-3 + 6 

  ؟چرا روش ارائه شده در این قسمت قادر به حل معادله زیر نیست -4
yt= 4yt-1 -3yt-2 + 5 
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   خطی تفاضلیمعادلات در ها  نقش ریشه -6
  

 ریشه nداراي ) 61(همانطور که قبلاً توضیح داده شد ممکن است معادله پولی نومیال 
 حالاتی از این قبیل باعث شکست خوردن .هاي مختلط باشد داراي ریشهمتمایز نباشد و یا اینکه 

  . روش توضیح داده شده در قبل خواهد شد
  هاي مضاعف  ریشه -6-1

) 61(هـاي معادلـه پـولی نومیـال کرکتریـستیک       براي اینکه روشن شـود کـه وقتـی ریـشه       
  : مثال زیر توجه کنیدشود به  مربوطه پیدا مییتفاضل چه اشکالی در حل معادله ،مضاعف باشند

  1-6 مثال
 بــراي .کنــیم  حــل مــیy0=5 , y1=6 شــرایط اولیــه بــا yt= 4yt-1–4yt-2 یتفاضــلمعادلـه  

کنـیم و پـولی نومیـال کرکتریـستیک       را در معادلـه فـوق جـایگزین مـی        yt=xtپیداکردن جـواب    
  x2 -4x + 4= 0                                                                            :آوریم ربوطه را بدست میم

 معادلـه  ، دربـراي پیـدا کـردن جـواب    . رسـیم  اعف مـی ض به دو ریـشه م ـ  x'=x"=2در این حالت    
  yt = A(x')t + B(x")t                                                                                                :یتفاضل

  :  را طوري تعیین کنیم کهB,Aاعداد  :ط اولیه بایدبا توجه به شرای
y0= A(2)0 + B(2)0= 5  ==> A+B=5 
y1= A(2)1 + B(2)1= 6 ==> A+B=3 

 باشـد و هـم   5توانـد هـم مـساوي      نمـی A+Bواضح است که در دستگاه معـادلات فـوق    
ل را انتخـاب  توانیم پیدا کنیم و اگر ایـن راه ح ـ       را نمی   B,A بدین ترتیب مقادیر     . باشد 3 مساوي

هـاي بـالاتر     مرتبهیتفاضلدر مورد معادلات . ماند نظر بدون جواب می  موردیتفاضلکنیم معادله  
ام nمرتبـۀ   ریشه یک معادله کرکتریـستیک  M فرض کنید  .افتد  نیز این موضوع براحتی اتفاق می     

یـک  ) 66(و بـدین ترتیـب دسـتگاه معـادلات      x1=x2=…=xm بنـابراین   ،مساوي همدیگر باشـند  
  .  مجهول خواهد بود که جواب مشخص نخواهد  داشتn-m+1 معادله با nدستگاه 
    5 قضیه

، باشـد ) "x'= x( مرتبه دوم داراي ریـشه مـضاعف   یتفاضلاگر معادله کرکتریستیک یک معادله 
yt= (x')t  در نتیجه و کند  در آن صدق میyt= t(x')t  معادله صادق خواهد بودآن  نیز در.   
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  : داراي دو ریشه مضاعف باشدx2 + bx+c=0ر اگ: اثبات

x"= x'= 
2

42 cbb −±−
 ==>    b2= 4c    ==>   x'= x"= -

2
b

 

که از آنجائی
4

2bc 0د به شکلی است معادله مرتبه دوم فوق با=
4

2

=
b

x2 +bx+  باشد:   
 که معادلـه کرکتریـستیک آن معادلـه درجـه دوم فـوق باشـد داراي                یتفاضل بدین ترتیب معادله  

2                                                                      :شکل کلی زیر است

2

1 4 −− −−= ttt ybbyy  
مورد ایم چون معادله خلاصه شده را  لازم به تذکر است که در اینجا عدد ثابت را در نظر نگرفته  

tbt براي اینکه نشان دهیم .دهیم  بررسی قرار می   )2()t(x' t  فـوق را برقـرار   یتفاضل معادله =−
 yt= t(-b/2)t = -byt-1-(b2/4) yt-2                                                 : سازد باید ثابت کنیم که می

-b(-
2
b

)t-1(t-1)-
4

2b
(-

2
b

)t-2(t-2)=t(-
2
b

)t           دانیم سمت راست این معادله برابر است با می:  

tو بدین ترتیب
t

bty )
2

  .  ما را برقرار خواهد ساختیتفاضل معادله =−)
 معادله کرکتریـستیک درجـه    ریشهn ریشه از mتوان نشان داد اگر      همانند روش فوق می   

n    مرتبه یتفاضلام یک معادله n و برابر ام مضاعفaتفاضـل  جمـلات زیـر در آن معادلـه    ، باشند 
 at , tat , t2at , … , tm-1at:                                                                                نماید صدق می

   6  قضیه
  x'=x"=aدو ریـشه مـضاعف   داراي   مرتبـه دوم     یتفاضـل تیک یـک معادلـه      اگر معادله کرکتریس  

 yt= Aat + Btat                :                                 باشد جواب زیر نیز در آن صدق خواهد کرد

 چون این قـضیه  .توان فهمید  براحتی این موضوع را می1و قضیۀ  5 با کمی تعمق در قضیه   : اثبات
  . باشد  می1از قضیه ) 5قضیه(خاص یک حالت 

 ریشه مضاعف باشد بـه شـکل    mام که داراي    n مرتبه   یتفاضلمتشابهاً یک جواب معادله     
 yt= b1at + b2tat + b3t2at +…+ bmtm-1at + bm+1(xm+1)t + …+ bn(xn)t                       :  زیر است 

 نتیجـه فـوق بـه حـالتی کـه      .دنشبا می اعداد ثابت دلخواه bn,...,b2,b1و  x1= x2 =…=xm=a: که
  : چندین دسته ریشه مضاعف داشته باشیم نیز به راحتی قابل تعمیم است
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  3نتیجه 
 دسـته ریـشه   pم داراي  اn مرتبـه    یتفاضـل کرکتریـستیک یـک معادلـه       نومیـال   اگر معادلـه پـولی      

   :مضاعف باشد جواب آن به شکل زیر خواهد بود
yt= [b1a1

t+b2tat
1+…+bm1

t
 

m
1
-1at

1]+[b(m1+1)a2
t+b(m1+2)ta2

t+…+b(m1+m2)t m2-1a2
t] +…+ 

[b(m1+…+mp-1 +1)atp +b(m1+…+mp-1 +2)tap
t +…+ b(m1+…+ mp)tp-1at

p] 
+ b(m1+…+ mp + 1)(x(m1+…+mp+1)

t +…+ bn(x(n))t + yp  
x(1)= ... = x(m1) 
x(m1+1) = … = x(m1+m2)  
……………………… 
x(m1+ … + mp-1 +1)= … = x(m1 + … + mp)  
x(m1+…+mp +1) ¹ … ¹ xn  

  . دنباش  جواب خاص معادله غیرهمگن میyp اعداد ثابت دلخواه و bn تا b1که 
   2-6مثال 

  :  داشتیم1-6 در مثال .کنیم  را حل می1-6مثال ) 67(با استفاده از 
yt = 4 yt-1 

– 4y
t-2          y0 = 5     y1= 6 

  .x'=x"=2نـد بـا   یک معادلـه فـوق برابر  ستهـاي معادلـه کرکتری ـ   و همچنین پیدا کردیم کـه ریـشه    
  yt = A(2)t + Bt(2)t                                          :دهیم را براي این مثال تشکیل می) 67(معادله 

  :  که شرایط اولیه را برقرار سازند بایدB , Aبراي پیدا کردن مقادیر 
y0 = A(2)0 +B(0)(2)5 = 5  
y1 = A(2)1 + B(1)(2)1= 6         ==> A=2,  B=-2 

 yt = 5(2)t – 2t(2)t                                                                 :  بااسترابر نهایتاً جواب معین ب

   3-6مثال 
 اول تابع .کنیم  حل میy1 = 9 , y0 = 5 را با شرایط اولیه  yt = 2yt-1 – yt-2 + 12 یتفاضلمعادله 

ال کرکتریستیک آنرا به دست آورده میون پولی  yt = xt  ر دادندهیم و با قرا مکمل را تشکیل می
  yt = 2yt-1 – yt-2                                                                    :کنیم هاي آنرا حساب می و ریشه

x2 – 2x + 1= 0       ==>      x' = x"=1  
   :نویسیم  تابع مکمل را می)67(ریشه مضاعف داریم با استفاده از دو چون 

yc = A(1)t + Bt(1)t = a+bt 
 را yt =M جـواب  .باشد احتیاج به جواب خاص هم داریـم   ما غیرهمگن میتفاضلیچون معادله 
   :کنیم آزمایش می
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M= 2M –M+12     ==>  12=0         تواند باشد نمی  

              .کنیم می را آزمایش  yt = Mtپس جواب 
Mt = 2m(t-1)- m(t-2)+12     ==>   12=0          قابل قبول نیست 

   :کنیم  را آزمایش میyt = Mt2 جواب.تواند قابل قبول باشد  نمیyt = Mt ی جواب آزمایشپس
Mt2 = 2M(t-1)2 – M(t-2)2+12      ==>  M=6  

 yp = Mt2 = 6t2                  :                                       بنابراین جواب خاص برابر خواهد بود با

   :شود خاص و تابع مکمل به شکل زیر میجواب جواب عمومی که برابر است با مجموع 
yt = A+Bt+6t2 

   :براي اینکه شرایط اولیه را وارد کنیم باید
y0 = A+B(0)+6(0)2 = 5  
y1 = A+B(1)+6(1)2 = 9           ==>A=5,  B=-2 

   yt= 5-2t+6t2                                                               :برابر است باائی  نهبدین ترتیب جواب

  هاي موهومی و مختلط   ریشه-6-2
موهومی یا مختلط باشند، ) 61(کرکتریستیک  هاي معادله پولی نومیال زمانی که ریشه

 شدن این موضوع مثال  براي روشن. مربوطه پیدا خواهد شدیتفاضلاشکالاتی در حل معادله 
  . زیر را در نظر بگیرید

   4-6مثال 
را  yt=xt بـراي حـل ایـن معادلـه جـواب      . را در نظـر بگیریـد  tt = 2yt-1 – 5yt-2 یتفاضـل معادلـه  

  xt=2xt-1–5xt-2        ==>   x2–2x+5=0      ==>   x',x"=1+2 −1 :         کنیم آزمایش می
   : خواهیم داشت yt=A(x')t+B(x")tدر   "x',x یبا جایگزین

yt=A(1+2 1− )t+B(1-2 1− )t 
 عددي است که وقتی خودش ضرب    −1توان تفسیر نمود؟ طبق تعریف     را چگونه می   −1

اضح است کـه  و. شود  میi2 = -1 ،باشد  i=−1یگر اگر یا به عبارت د.شود می -1شد برابر با 
خواهد شد و اگر صفر باشد مثبت هر عددي از اعداد حقیقی به توان دو برسد اگر منفی یا مثبت      

   را تعبیر کنیم؟i پس چگونه باید .ودبباشد باز بعد از به توان رسانیدن دوباره برابر با صفر خواهد 
  داف موهومی و مختلط  اه-6-2-1

 را −1کنیم اگر   را اعداد موهومی نامگذاري می3−1 ,−1اعدادي از قبیل 
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 وiاعداد  i≡−1 تعریف کنیمiمساوي 
2
3i 4 وiاگر .  بود نیز همه اعداد موهومی خواهند

براي مثال . تشکیل اعداد مختلط را خواهند دادباشند اعداد موهومی همراه با یک عدد حقیقی 
2i+3  132و براي اینکه تعبیر اعداد مختلط را بدانیم تصویر . هستند از اعداد مختلط −+−

  . را در نظر بگیرید6-1
دهد و محور عمودي اعداد  ن میمحور افقی اعداد حقیقی را نشا 1-6در تصویر   

 بیانگر A نقطه .دهیم تصویر مذکور نشان می  در2i  را با طول یک و عرضA نقطه .موهومی را
 و  B به ترتیب توسط نقاط3i-6- و 6i+5- و 2i-5همینطور اعداد .  خواهد بود2i+1عدد مختلط 

C و D 6-0اعداد . نشان داده شده استi 0-7 وi  0+8-وi  7+0وi که از حالات خاص نیز 
قبل از اینکه بتوانیم این تفسیر . اند  بیان گردیدهH , G , F , Eباشند به ترتیب توسط نقاط  می

  .هندسی را مورد استفاده قرار دهیم باید چند نکته مثلثاتی را یادآوري کنیم

  
  1-6تصویر 
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  )قضیه دوموآور (7قضیه 
   : در نتیجهy = a(Cos Q + i Sin Q(باشد و i=−1اگر 

yn = an[ Sin(nQ) + i Sin(nQ)]                                                                            )68(  
صادق باشد، نتیجه  ym-1 وجود داشته باشد که براي آن فرمول m-1 اگر عددي مانند: اثبات
  : نیز صادق خواهد بود) m( بزرگتر باشد m-1رمول براي عددي که یک واحد از گیریم که ف می

ym = ym-1 y = {am-1 Cos[(m-1)Q] +am-1 i Sin [(m-1)Q]}(a Cos Q+a Sin Q) 
= am Cos[(m-1)Q]CosQ + am i Cos[(m-1)Q]SinQ+am i Sin[(m-1)Q]Cos Q 
+ am i2 Sin[(m-1)Q]SinQ 

)1(1: دانیم که می 22 −=−=i . ازam , amiگیریم  فاکتور می :  
ym = am {Cos [(m-1)Q] Cos Q- Sin [(m-1)Q] Sin Q} + 
        am i {Cos[(m-1)Q] SinQ + Sin[(m-1)Q]Cos Q} 

  : هاي مثلثاتی زیر با استفاده از فرمول

βαβαβα
βαβαβα

Cos Sin Sin Cos  ) (Sin 
Sin Sin - Cos Cos  ) ( Cos

+=+
=+

 

  ym = am Cos (mQ) + am i Sin (mQ)                                                      :توانیم بنویسیم  می
نیز ) m( برقرار باشد، براي عدد صحیح بزرگتر بعدي آن m-1بنابراین اگر فرمول ما براي عدد 

  :  نیز صادق استn=1نظر براي  توان نشان داد که فرمول مورد ولی می. صادق خواهد بود
An Cos (nQ) + an i Sin (nQ)= a Cos Q + a i Sin Q = y 

 د صادق باشد بایn=1توانیم نتیجه بگیریم که اگر فرمول فوق براي از چیزي که ثابت شده می
 باشد  نیز صادق میn=3 صادق است براي عدد بعديn=2صادق باشد و اگر براي هم  n=2ي ابر
  . بدین ترتیب براي هر عدد صحیح بزرگتر از یک صادق خواهد بود.لی آخرا و
  بیان مثلثاتی اعداد مختلط -6-2-2

باشد وصل  می 2i+1 که بیانگر عدد A از مبدأ خطی به نقطه 1-6با توجه به تصویر 
 و Q را دکن  با محور افقی در جهت مثبت محور مزبور ایجاد میOAاي که  کنیم زاویه می

  : بدین ترتیب. نامیم می X را روي محور افقی Aتصویر نقطه 

Cos Q= 
OA
OX

= 
OA
1

       ==>    OA Cos Q = OX=1 

Sin Q= 
OA
XA

= 
OA
2

         ==>    OA Sin Q = XA =2                                و همینطور:  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 39    ثبات پویاي تعادل

  

  2i = OA Cos Q + OA i SinQ+1                  :                                                             پس
  :  داریمOXAاز طرفی طبق قضیه فیثاغورث در مثلث 

OA= 22 )()( AXOX + = 22 21 + = 5  

1+2i= 5 ( Cos Q + i sin Q)                                                                             پس:  
  : توانیم به شکل زیر نشان دهیم  را میc+diهر عدد مختلط  بطور کلی

c+di = 22 dc + (Cos R + i Sin R) 

                                        :اي است که  زاویهRکه 
22 dc

cCosR
+

 , 
22 dc

dSinR
+

  
22 dc  c+diعدد  را مزدوج مختلط c-di و عدد مختلط c+di را مودول عدد مختلط +
توان به   را با روش مشابه قبل میc-diعدد . باشد  می2i+1 مزدوج مختلط 2i-1بنابراین . نامند می

 : شکل زیر بیان نمود

c-di= 22 )( dc −+ (Cos S+ i Sin S)= 22 dc +  (Cos S + i Sin S)  

 CosR
dc

cCosS =
+ 22

               SinR
dc

dSinS =
+ 22

:که                         

  : توان به شکل زیر بیان نمود نهایتاً یک عدد مختلط و مزدوج مختلط آنرا می
c+di = 22 dc + (Cos R+ i Sin R)                                                                   )69(  
c-di = 22 dc +  (Cos R- i Sin R)                                                                    )70(  

22 dc
cCosR
+

                                                                                              )71(  

22 dc
dSinR
+

                                                                                               )72(  

  هاي مختلط   با ریشهیتفاضلحل معادلات  -6-2-3
22 آن را بادولمو  c-di را با c+diعدد مختلط مزدوج  dcD . کنیم شخص میم≡+

  :دیمیرس زیر  نشان داده شد در حل معادله مثال مزبور به جواب4-6همانطور که در مثال 
yt = A(1+2 1− )t + B(1-2 1− )t 

  yt = A(c+di)t + B(c-di)t                        : شکل باشداین تواند به  تر جواب می به عبارت کلی
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   :در معادله فوق) 70(و ) 69 (یبا جایگزین
yt = A[D(Cos R + i Sin R)]t + B[D (Cos R- i Sin R)]t 

توانیم به شکل زیر بسط  ها را می وشهرداخل هرکدام از ک) 7قضیه (با استفاده از قضیه دوموآور 
  yt= ADt [Cos (tR)+ i Sin (tR)] +  BDt [Cos (tR)- i Sin (tR)]                             : دهیم

  :Dtها و فاکتورگیري از   درون کروشهB , Aا ضریب کردن ب
yt = Dt [(A+B) Cos (tR) + i (A-B) Sin (tR)] 

   i(A-B) = F ,   A+B= E          :توانیم تعریف کنیم  هستند میعدد دلخواها هر دو B , Aچون 
  : پس. توانند حقیقی یا مختلط باشند  میF , Eکه 

yt= Dt[E Cos (tR)+ F Sin (tR)]                                                                          )73(  
  : تر به عبارت کلی

  4نتیجه 
  :  به شکل زیر استc-di وc+diهاي مختلط   ریشهبا مرتبه دوم یاضلتفجواب معادله 

yt = ( 22 dc + )t [E Cos (tR)+F Sin (tR)] + yp 
 باید با توجه به شرایط اولیه F , Eمقادیر . باشد  غیرهمگن مییتفاضلجواب خاص معادله  ypکه 

. شه دیگر مزدوج مخـتلط آن خواهـد بـود   وقتی یک ریشه موهومی یا مختلط باشد ری  . پیدا شوند 
  :باشد هاي زیر می  داراي ریشهx2+ax+b= 0نومیال کرکتریستیک درجه دوم  یلچون پو

 
2

4
2

",'
2 baaxx −

±
−

=   

i                                                   : باشد داریم  g = a2 – 4b<0-اگر  
gaxx

22
",' ±

−
=  

هـاي   ریـشه هاي بالاتر نیز  مرتبهت لاعادمهمچنین در  .باشند ختلط یکدیگر می هر دو مزدوج م  که
  . هاي مزدوج ظاهر خواهند شد مختلط به صورت جفت

  5نتیجه 
  :  به شکل زیر استx2=c-di , x1=c+di دو ریشه مختلط با n مرتبه یتفاضلجواب معادله 

yt= ( 22 dc + )t [b1 Cos (tR)+ b2 Sin (tR)] + b3 xt
4 + … + bn xt

n + yp 
.  اعداد ثابت دلخواه هستند که با توجه به شرایط اولیه محاسبه خواهند شـد bn , … , b2 , b1که 

  . باشد  غیرهمگن مییتفاضل معادله جواب خاص  ypمقدار 
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  6نتیجه 
   جفت ریشه مختلط mام که شامل n مرتبه یتفاضلجواب معادل 

x1 = c1+d1i   , ........ , x2m-1 = cm-dmi 
x2 = c1- d1i   , ........ , x2m    = cm-dmi 

  : باشد به شکل زیر خواهد بود
yt= ( 2

1
2
1 dc + )t [b1 Cos (tR1) +b2 Sin (tR1)] + … + 

( 22
mm dc + )t [b2m-1 Cos (tRm)+ b2m Sin (tRm)] + b2m+1 xt

2m+1 + … + bn xn
t + yp 

   7 نتیجه
 جفـت ریـشه مخـتلط آن    l جفـت ریـشه کـه    m+lام کـه شـامل      n مرتبـه    یتفاضـل جواب معادلـه    
  : باشند به شکل زیر خواهد بود مضاعف می

yt = ( 2
1

2
1 dc + )t [ b1 Cos (tR1)+ b2 Sin (tR1)]+ …+ 

( mdmc 22 + )t [b2m-1 Cos (tRm) + b2m Sin (tRm)]+ 

t0(
22

1 lmm dc ++ + )[b2m+l Cos (tRm+l) +b2m+2 Sin (tRm+1)] + …+ 

tl-1( 22
lmlm dc ++ + )[b2m+2l-1Cos (tRm+l) + b(2m+2l) Sin (tRm+1)]+ 

 b2m+2l+1 xt
2m+2l+1 + …+ xn

t + yp 
  : که

x1 = c1+d1i   , ........ , x2m-1 = cm-dmi 
x2 = c1- d1i   , ........ , x2m    = cm-dmi 
x2m+1 = x2m+3 = x2m+5 = … = x2m+2l-1= cmt1+ dm+1i 
x2m+2 = x2m+4 = x2m+6 = … = x2m+2l  = cm+1-dm+1i 

   5-6مثال 
   . حل کنید y0= 11 , y1= 5 هولیارا با شرایط   yt = -yt-2+12 یتفاضلمعادله 

  : کنیم  را آزمایش میyt=Mکنیم   اول جواب خاص را پیدا می
M= -M+12    ==>    M=6    ==>   yp= 6 

  yt = -yt-2                                             : آوریم  تابع مکمل را از معادله همگن به دست میحالا
yt= xt     کنیم جایگزین می را :                               xt = -xt-2  ==>  x2= -1    x' =+ti , x"=-ti  
 yc = Dt[E Cos (tR) + F Sin (tR)]                                                     :                     داشتیم

110                                                                                         :که 22 =+=D                                        
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Sin R = 
D
1

= 1 , Cos R= 
D
0

):72(و ) 71(با استفاده از                                             0 =      

 90 صـفر اسـت مـساوي    اي که سینوس آن یک است و یا کسینوس آن برابر با دانیم که زاویه  می
  Arc Sin (1) = π/2 = Arc Cos (0)                                  : باشد پس  رادیان میπ /2درجه یا   

  [yc= (E Cos (t π/2) + F Sin (t π/2)                                                ): 73(پس با استفاده از 
 yt= E Cos (tπ/2) + F Sin (tπ/2)+ 6                       : جواب عمومی به شکل زیر خواهد بود   

  : آوریم جواب نهائی را با استفاده از شرایط اولیه بدست می
y0= E Cos (0) + F Sin (0)+ 6 = 11  
y1= E Cos (π/2) + F Sin (π/2)+ 6 = 5                   ==> E = 5 , F= -1 

  yt = 5 Cos (tπ/2)- Sin (tπ/2)+ 6                         :شکل خواهد بوداین پس جواب نهائی به     
  6-6مثال 

  .حل کنید y1 = -21 , y0= 7با شرایط اولیه  را yt = - 6yt-1 – 25yt-2+ 64 ی تفاضلمعادله 
  M= -6m – 25m + 64       ==> m=2                (yt= m): کنیم جواب خاص را پیدا می: حل

  ) yt = xt: (کنیم میتابع مکمل را پیدا 
xt = -6xt-1 –25xt-2      ==>   x2+6x+25= 0         ==>   x', x"= -3±4i 

yc = ( 22 43 + )t [E Cos (tR)+ F Sin (tR)] 

6.0
43

3
2222 −=

+
−

=
+

=
dc

cCosR , 8.0
43

4
2222 =

+
=

+
=

dc
dSinR  

باشـد بایـد در    وس منفـی مـی  س مثبت و کسینو داراي سینR چون زاویه .کنیم  را پیدا می Rزاویه  
   : باشد پس90º < R < 180º رادیان یا π/2 < R < πنی ربع دوم دایره مثلثاتی باشد یع

Cos R= -0.6      -Cos R= 0.6        
Cos (180º- R)= -Cos R= 0.6   Arc Cos (0.6) = (180º- R) 
53.1301 º = 180º- R    ==>   R= 126.8699 º 

انی برابر یک مقدار مثبت اسـت کـه یـا در ربـع اول یـا ربـع دوم دایـره         مکدانیم سینوس    ولی می 
  :  یعنی.کنیم ون کسینوس آن زاویه منفی است ربع دوم را انتخاب میچاز این میان . مثلثاتی باشد

ArcSin(0.8)= 53.1301º ==> Sin(52.1301º)=Sin(180º- 53.1301º)= Sin(126.8699º) 
  : کل زیر خواهد بودپس جواب عمومی مسئله ما به ش

yt= 5t [ECos (126.8699t)+ F Sin (126.8699t)]+2 
  . وریمآ  را بدست میF , E ،ائیهبراي پیدا کردن جواب ن

y0=50[ECos(0)+FSin(0)]+2=7,   y1=51[ECos(126.8699)+FSin(126.8699)]+2=-21 
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   yt = 5t [5 Cos (126.8699t) –2 Sin (126.8699t)+2                                              :بالاخره
  8نتیجه 

 ریشه مضاعف ه دستpام داراي n مرتبه   یتفاضلنومیال کرکترستیک یک معادله      اگر معادله پولی  
  :  جفت ریشه مختلط و تعدادي ریشه حقیقی باشد داراي جوابی به شکل زیر خواهد بودqو 

yt= [ b1a1
t + …. + bm1tm1-1a1

t] + [b(m1+1)a2
t + …+ b(m1+m2)tm2-1 a2

t] +…+ 
[b(m1+ …+mp-1+1) ap

t+…+ b(m1+ …+ mp)tp-1 ap
t]+ 

( 2
1

2
1 dc + )t [b(m1+…+ mp+1)Cos (tR1)+ b(m1+ …+ mp+2) Sin (tR1)]+...+ 

( qq dc 22 + )t [b(m1+…+ mp+2q-1) Cos (tRq)+ b(m1+…+ mp+2q) Sin (tRq)]+ 
b(m1+…+mp+2q+1) xt

(m1+…+mp+2q+1) +…+ xn
t + yp 

  :  بدست آمده است که در آن6 و 3این نتیجه از ترکیب نتیجه 
x(1)= … = x(m1) 
x(m1+1) =… = x(m1+ m2)  
::::::::::::::::::::::::......... 
x(m1+ …+ mp-1+1) = … = x(m1+….+ mp) 
x(m1+ …+ mp+1) = c1+d1i 
x(m1+ …+ mp+1) = c1-d1i 
::::::::::::::::::::::::........ 
x(m1+ …+ mp+2q-1) = cq + dqi 
x(m1+ …+ mp+2q)   = cq - dqi 

  9نتیجه 
  : جفت ریشه مختلط مضاعف داشته باشیم lدهیم که  میی بسط حالت را به 7نتیجه 

yt= [ b1a1
t + …. + bm1tm1-1a1

t] + [b(m1+1)a2
t + …+ b(m1+m2)tm2-1 a2

t] +…+ 
[b(m1+ …+mp-1+1) ap

t+…+ b(m1+ …+ mp)tp-1 ap
t]+ 

( 2
1

2
1 dc + )t [b(m1+…+ mp+1)Cos (tR1)+ b(m1+ …+ mp+2) Sin (tR1)]+...+ 

( qq dc 22 + )t [b(m1+…+ mp+2q-1) Cos (tRq)+ b(m1+…+ mp+2q) Sin (tRq)]+ 

t0( 2
1

2
1 ++ + qq dc )[b(m1+ …+mp+2q +1) Cos (tRq+1) +b(m1+ …+mp+2q) Sin (tRq+1)]+…+ 

tl-1( 2
1

2
1 ++ + qq dc )[b(m1+ …+mp+2q+2l-1) Cos (tRq+1) + b(m1+ …+mp+2q+2l)Sin(tRq+1)]+ 

b(m1+…+mp+2q+1) xt
(m1+…+mp+2q+1) +…+ xn

t + yp 
  )دروش توابع مولّ( خطی تفاضل معادلات -6-3

  . شود  به شکل زیر تعریف می yt تابع مولد براي
 )74(                                                                                              ∑

∞

=

=
0

)(
t

tt pypG   
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  .دهد  مثال زیر روش را نشان می.دکرتوان حل  خطی را می یتفاضلمعادله تابع مولد با 
  7-6مثال 

  .  حل کنیدy1= 3 , y0= 2 را با شرایط اولیه yt+2 – 3yt+1 +2yt= 0 یتفاضلمعادله 
∞∑کنیم و از سمت چپ آن    ضرب می  ptل معادله فوق آنرا در      حبراي  

=0t
 خـواهیم  .گیریم  می

023                                                           :داشت
00

1
0

2 =+− ∑∑∑
∞

=

∞

=
+

∞

=
+

t

t
t

t

t
t

t

t
t pypypy  

(y2+y3p+y4p2+…)-3(y1+y2p+y3p2+…)+2(y0+y1p+y2p2+…)=0     یا به عبارت دیگر:   

   :نویسیم  می)74(عبارت فوق را بر حسب تابع مولد 

p
pyypG 10)( −−

-3 (
P

ypG 0)( −
+ 2 G(P)= 0 

  . آوریم  را بدست میG(p) را در معادله فوق گذاشته و y1= 1 , y0= 2ر اولیه مقادی

G(p)= 2231
32

pp
p

+−
−

= 
)21)(1(

32
pp

p
−−

−
 

  :کنیم رابطه فوق را به شکل زیر تجزیه می

G(p)=
p−1

1
+

p21
1

−
=(1+p+p2+…)+(1+2p+(4p)2+…) 

=∑
∞

=0t

tp +∑
∞

=0
)2(

t

tp =∑
∞

=

+
0

)21(
t

tt p  

       yt = 1+2t                                        : مربوطه از قرار زیر خواهد بودیتفاضلپس جواب معادله 
   7تمرین 

  .  زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات  -1
1-   yt = -6yt-1 – 9yt-2 
2-   yt= 10yt-1 -25 yt-2 
3-   yt= -12yt-1 – 100yt-2 + 226            y0= 4 , y1= 14 
4-   yt= 24yt-1 –225 yt-2   y0= 5 , y1= 69    
5-   yt= 12yt-1 – 100yt-2 +89  y0= 3 , y1= 37 
6-   yt= -24yt-1 – 225yt-2   y0= 5 , y1= -69 
7-   yt= -yt-2                    y0= 16 , y1= -7 

  .  پیدا کنید7 و 5 و 3هاي   را در معادلات فوق شمارهy10 قدارم -2
  .  همگن زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات  -3
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1-   yt+2 – 5yt+1 + 6yt = 0 
2-   yt+2 –3yt+1 + 2yt = 0    y0= 1 , y1= 2 
3-   yt+2+ 8yt+1 + 4yt = 0 
4-   yt+2-9yt = 0     y0=2 , y1=-1 
5-   2yt+1 –3yt = 0     y0= 4 
6-   yt+2+ 2yt+1 + 2yt = 0    y0= 1 , y1= -1 
7-   yt+2+ 16yt = 0     y0= 0 , y1=1  
8-   4yt+2 + 25yt= 0  
9-   yt+2- 6yt+1+9yt= 0  
10-  yt+2 + 4yt+1 + yt = 0 
11-  yt+3 –6yt+2 + 11yt+1 – 6yt = 0  y0= 0 , y1=1 , y2=1 
12-  yt+4 + yt = 0 
13-  4yt+4 –25yt = 0 
14-  yt+3 – 8yt= 0 
15-  yt+4 + 12 yt+2 - 64yt = 0 
16-  yt+3 – 3yt+2 + 4yt+1 – 2yt = 0 

نومیال کرکتریسیتک  هاي پولی ی را بنویسید که ریشهن همگیتفاضلجواب عمومی معادله  -4
   .2 و -2و  -i4 ± 3 و-2 و 4 و -2 و 2 : برابر است باآن با

   . را بنویسید4 مسئله یتفاضلمعادله  -5
  . باشند نشان دهید که توابع مولد زیر صحیح می -6

1-    
p−1

1
= ∑

∞

=0t

tp    2-    (1+p)n = ∑
∞

=









0t

tp
t
n

 

3-    ep = 
!0 t

pp
t

t

t∑
∞

=

   4-    - ln (1-p) = ∑
∞

=0t 1

1

+

+

t
p t

 

5-    Sin P= ∑
∞

=

+

+
−

0

124

)!12(
)1(

t

t

t
p

  6-    Cos P= ∑
∞

=

−

0
4

2

)!2(
)1(

t

tt p
 

7-    2)1(
1
p−

= ∑
∞

=0t
pt-1   8-    Arc tan P= ∑

∞

=

+

+
−

0

12

12
)1(

t

tt

t
p

 

  . معادلات زیر را با استفاده از تابع مولد حل کنید -7
1-    yt+2 – 6yt+1 + 8yt = 0  y0 = 0 , y1 = 2 
2-    2yt+1 – yt = 1   y0= 0 
3-    yt+2 + 4yt+1 + 4yt = 0  y0= 1 , y1= 0   
4-    6yt+2 – 5yt+1 + yt = 0 
5-    yt+2 + 2yt+1 + yt = 0  y0= 2 , y1= -1 
6-    yt+3 – 3yt+2 + 3yt+1 – yt = 0 
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   خطییتفاضل معادلات روند زمانی در -7
   

 در این فصل سعی .رائه شدی خطی اتفاضل روش حل معادلات  هاي پیش در قسمت
  .  را بررسی نمائیم)مخصوصاً مرتبه دوم(خطی  یتفاضل زمانی معادلات روند چگونگی تا داریم

  دو ریشه حقیقی و مثبت یا صفر  -7-1
دوم به شکل زیر خواهد مرتبۀ  یتفاضل دو ریشه حقیقی باشند جواب معادله که زمانی

  yt = A(x')t + B(x")t + M                                                 :  ثابت فرض شده استMکه  بود
تدریجاً به سمت B(x")t  و  t، A(x')t  هر دو کوچکتر از یک باشند با افزایش"x و  'xاگر : الف
  )1-7تصویر . ( میل خواهد کردM به سمت ytنمایند و نتیجتاً   میل میصفر

  
  1-7تصویر 

 به yt مقدار tبا افزایش . باشد) x"<1(و ریشه دیگر از یک ) 'x(اگر یک ریشه مساوي یک : ب
  :  چون. میل خواهد کردA+Mسمت 

yt = A(1)t + B (x")t +M    ==>   yt = B(x")t + A+M    ==>   Lim yt = A+M 
                                                                                                  ∞→t    

  .  آمده است2-7نمودار این حالت در تصویر 
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  2-7تصویر 

  .  میل خواهد کردB+M نهایتاً به سمت yt باشد x'<1  و x"=1اگر 
 با yt مقدار ، هر دو مثبت باشندB , Aو ) X' >1(اگر یکی از دو ریشه بزرگتر از یک باشد : ج

  ).3-7تصویر ( بزرگتر و بزرگتر خواهد شد tافزایش 

  
  3-7تصویر 

در .  کدام بزرگتر خواهند بود"x و 'x داشت که  نتیجه بستگی به این خواهدB>0 و A<0اگر 
 یا A(اي خواهد بود که ضریب آن   خیلی بیشتر متأثر از جملهyt مقدار tمراحل اولیه با افزایش 

B ( ولی با افزایش بیشتر. استبزرگتر t، ytاي خواهد بود که   متأثر از جملهx' یا x" آن بزرگتر 
در این تصویر چهار معادله نمونه ترسیم شده است که . کنید را نگاه 4-7براي مثال تصویر . باشد

  . باشند داراي خصوصیات فوق می

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  48

 A| < B        x' > x"         yt = -(3)t + 2 (2)t|        شکل الف

 A| < B         x' <x"          yt = -1(2)t + 2 (3)t|         شکل ب

 A| > B        x' > x"         yt = -2(3)t + 1 (2)t|           شکل ج

 A| > B        x' < x"         yt = -2(2)t + 1 (3)t|           شکل د

  

  
  4-7تصویر 

 تعمیم به حالات A,B, x', x">0وان اثبات نمود فرض کنید ت این موضوع را نیز به شکل زیر می
 p که "x' = px: توانیم بنویسیم  می'x'>xکه  از آنجائی. باشد تر نیز کاملاً شبیه این حالت می کلی

   :  برابر است باyt به B(x")t حاصل از Pت بنس. باشد عددي بزرگتر از یک می

P= tt

t

xBxA
XB

)()(
)(

′′+′
′′

 

P= tt

t

xBxpA
xB

)()(
)(

′′+′′
′′

= ttt

t

xBxAp
xB

)()(
)(

′′+′′
′′

 

P= 
BAp

B
t +

 

شود و در نهایت   کوچکتر و کوچکتر میP مقدار t دارد و با افزایش t بستگی به Aptتنها جمله 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 49    ثبات پویاي تعادل

  

  . شود  اغماض میل قابyt به B(x")tبدین ترتیب نسبت . رسد به صفر می
  ) یا صفر(دو ریشه حقیقی و منفی  -7-2

 t مثبت و وقتی t('x) و t("x) زوج باشد مقدار t وقتی مقدار x",x'<0این حالت که در 
هاي زمانی و   در دورهytاین پدیده باعث نوسان کردن . فرد باشد مقادیر مزبور منفی خواهند بود

  . شود اپی مییپ
 x',x"<0>1- : به عبارت دیگر؛x'| , |x"|<1|>0  ریشه کوچکتر از یک باشدوقدرمطلق د: الف

در نتیجه .  کوچکتر و کوچکتر خواهد شدA(x')t| , |B(x")t||مقادیر  tدر این حالت با افزایش 
  . شود  منطبق میyc= Mبینهایت بر روي خط  ود و درنم نوسان خواهد M به سمت yt  مقدار

Lim yt = Lim {A(x')t + B(x")t + M} = M                     -1<x' , x"<0 
 ∞→t   ∞→t  

  . آورده شده است5-7 در تصویر ytنمونه رفتار 

M

yt

t

  
  5-7تصویر 

 x"<0>1- و x'= -1. منهاي یک باشدو  و دیگري بین صفر -1اوي سها م اگر یکی از ریشه: ب
. زوج یا فرد بودن آن بستگی دارد بستگی ندارد فقط به t افزایش A(X')tدر این حالت مقدار و 

از طرفی .  خواهد بودA(x')t=-A فرد است tکه   و زمانی A(x')t = A زوج است tکه  زمانی
نتیجتاً .  کوچکتر و کوچکتر خواهد شدB(x")t مقدار tباشد با افزایش   میx"<0>1-چون مقدار 

yt به سمت مقدار A(x')t+M و A(-1)t+Mنمونه رفتار . متناوباً میل خواهد کرد yt در این حالت 
  .  آورده شده است6-7در تصویر 
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M

yt

t

M+A

M-A

  
  6-7تصویر 

اي که   بیشتر و بیشتر خواهد شد و ریشهt با افزایش yt باشند نوسانات x',x"<-1در حالتی که : ج
  )7-7تصویر . ( خواهد گذاشتytقدر مطلق آن بزرگتر است اثرات بیشتري در نوسانات 

  
  7-7تصویر 

  یک ریشه مثبت و دیگري منفی  -7-3
که یک ریشه مثبت و یکی منفی باشد باید دید که قدرمطلق کدام ریشه بزرگتر  زمانی

اي خواهد گذاشت که داراي قدرمطلق   را ریشهytي  رواست و مسلماً تأثیرات عمده بر
   :تواند اتفاق بیافتد ی مزیرحالات . باشد  میيبزرگتر
  ).  1-7تصویر(  میل خواهد کردM به سمت yt باشد نهایتاً |"x'|>| x| و  x'>0<1 اگر: الف
   .)2-7تصویر ( میل خواهد کرد A+Mبه سمت  yt باشد  "x'|>|x|| و x'=1اگر : ب
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  .)3-7تصویر ( خواهد شد ytباعث بسط یافتن  t باشد افزایش |"x'|>|x| و x'>1اگر : ج
 میل خواهد M نوسان نموده و نهایتاً به سمت  t با افزایش yt باشد |"x'|>|x| و x'<0>1-اگر : د

  )5-7تصویر . (کرد
 نوسان نموده و آخرالامر نوسانات حول و حوش t, yt باشد با افزایش |"x'|>|x| و x'=-1اگر : ه

A+M و -A+M8-7تصویر . ( واقع خواهد شد.(  

  
  8-7تصویر 

 پیدا خواهد M نوسانات افزایش یابنده نسبت به t، yt   باشد با افزایش|"x'|>|x| و  x'<-1اگر: و
  .)7-7تصویر (کرد 

 بستگی به مثبت yt برابر با چه مقداري هستند و تغییرات A , B باشد باید دید که "x'=-xاگر : ز
  .  و بالعکس داردB نسبت به  A  و بزرگترین بودن قدرمطلقB , Aیا منفی بودن 

.  را با همدیگر در نظر گرفت'x" , x و A , B باید مقادیر ytبطور کلی در بررسی روند 
درازا خواهد کشید ولی بحث به  بررسی کنیم یاگر بخواهیم تمام متغیرهاي فوق را یکی یک

تواند  ص میخواننده با در نظر گرفتن حالات خا. حالات مختلف دیدیم شیوه بررسی را در
  . با شیوه استدلال ارائه شده تحلیل نمایدرا نظر  مسائل مورد

  هاي مضاعف و حقیقی  ریشه -7-4
ی که داراي دو ریشه مضاعف باشد به شکل تفاضلعادله مدر فصل قبل دیدیم که جواب 

         yt= a1xt + a2txt +M                                                                                             : زیر است
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  : هاي مضاعف بیشتر باشد جواب به شکل زیر خواهد بود  اگر تعداد ریشه
yt= a1(xt)+a2t(xt) +…+ amtm-1(x)t+M 

  r ، یک عدد ثابتa خواهد بود که M , atr(x)t متشکل از جملاتی مانند ytکه در هر حالت 
  . باشد عادله می ریشه مضاعف مxیک عدد صحیح و 

  . کنیم  بررسی مییتفاضلرا در معادلات  atr(x)tحال اثرات جمله 
 افزایش خواهد داشت و نتیجتاً روند t با افزایش atr(x)t بزرگتر از یک باشد نتیجتاً xاگر : الف

  . بسط یابنده پیدا خواهد کرد
   .یم داشت و حالتی شبیه به فوق خواهatr(x)t= atr باشد در نتیجه x=1اگر : ب
ممکن است به .  به مقدار صفر نزدیک خواهد شدt با افزایش a(x)t باشد مقدار x<1>0اگر : ج

 خیلی t (x) مقدار t بتواند جبران کند ولی با افزایش trاین روند را روند بسط یابنده که نظر برسد 
  . خواهد بودمیرا  به سمت صفر atr(x)t باشد جمله x<1>0نتیجتاً اگر .  خواهد بودtrبیشتر از 

میرا  با نوسانات atr(x)t ولی با این تفاوت که جمله .یري مانند ج داریمعب باشد تx<0>1-اگر : د
  . همراه خواهد شد

  .  مانند ب ولی با نوسان خواهد بوده atr(x)t باشد روند x=-1اگر : ه
  .  همراه با نوسان خواهد بودولی حالت الف شبیه باشد نتیجه x<-1اگر : و

اگر جواب .  تشکیل شده استatr(x)t حداقل از چند جمله یتفاضلجواب یک معادله 
  yt= (a1+a2t + …+ amtm-1)xt+M                               :  را بصورت زیر بنویسیمیتفاضلمعادله 

باشد ولی منفی یا   میxtتر از  اثر آن خیلی ضعیفو اثر پرانتز فوق به عنوان ضریب خواهد بود 
مثبت بودن حاصل پرانتز فوق در چگونگی شروع روند زمانی و ادامه آن تأثیر فراوانی خواهد 

  . داشت
  هاي مختلط در موهومی   ریشه-7-5

  :  به شکل زیر استیتفاضلدانیم در این حالت جواب معادله  می
yt= Dt[E Cos (tR)+F Sin (tR)] + M                                                                   )75(  

22 و مدول آن c±diلط و برابر با تریستیک مختهاي معادله کرک که ریشه dc +D= 
 درجه داراي نوسان 360که در معادله فوق در کروشه قرار دارد در هر اي  جمله. باشد می
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θθθθ: باشد چون تکراري می FSinECosFSinECos +=+++ )360()360( oo  
 کند مقدار داخل کروشه  افزایش پیدا میtR ،360 ºنی است که هر موقع که این مسئله بدین مع

 داراي یک سیکل به طول ytبه عبارت دیگر . شود تکرار می
R

360
t=از طرفی چون . باشد  می

d/D  =Sin R، بدین ترتیب مقدار Rاگر .تی پیدا کنیماتوانیم با استفاده از جداول مثلث  را می 
 چون .طول حرکت سیکلی برابر با شش دوره خواهد بودباشد؛  R=60ºور مثال بط

6
60

360
==t .هاي زمانی صحبت   دورهه چون ما راجع ب؛اي را نیز باید درنظر داشت نکته
 صحیح را به خود د مقادیر اعداtزیرا . سنجیم انتهاي هر دوره زمانی می کنیم مقدار تابع را در می
  . دریگ می

Sinθ

1

-1

1

-1

Cosθ

360°

360° 720°

720° θ

θ

  
  9-7تصویر 

=7.2 و  R=50ºحال فرض کنید که 
50

شود که جمله مزبور   در این حالت فرض می360
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ولی بطور . شود دارد تقریباً در هر هفت دوره زمانی یکبار تکرار می قرار) 75(که داخل کروشه 
شوند چون  ها یک مرتبه تکرار می ره کلیه سیکل دو36توان گفت که در هر   تر می دقیق
365/3605 =×.  

 همانطور که در θCosو θSin هاي منحنی. مسئله دیگري را نیز باید به خاطر داشت
سروکار  t و چون ما با مقادیر گسسته .باشند ه مینریقهاي  اند داراي سیکل  آمده9-7تصویر 

به عبارت دیگر . هاي مزبور واقع نشود درست در نقاط حساس منحنی tداریم ممکن است مقدار 
- 7 و 10-7نمودارهاي تصاویر هاي مزبور قرار نگیرد نتیجتاً  مقادیر مزبور در اول یا وسط سیکل

  .بنظر برسند» نامتعادل «12-7 و 11
باشد و  اراي نوسانات یکنواختی مید) 75(که دانستیم کروشه واقع در فرمول  از آنجائی

حالات . رسد  میtپردازیم که به توان   می)75(نه میرا است و نه غیرمیرا به بررسی مدول واقع در 
  .زیر ممکن است اتفاق بیافتد

باعث ) 75( افزایش نموده و حاصل ضرب آن در کروشه t ،Dt باشد، با افزایشD>1اگر :  الف
  .)10-7صویر ت(افزایش نوسانات خواهد شد 

yt

t

M

  
  10-7تصویر 
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 ytنخواهد داشت و ) 75( برابر با یک خواهد بود و اثري در کروشه Dt باشد، D=1اگر : ب
  .)11-7تصویر . (نوسانات یکنواخت خواهد داشت

  
  11-7تصویر 

 را میرا ytکوچکتر و کوچکتر خواهد شد و نوسانات  t با افزایش Dt باشد بنابراین D<1اگر : ج
  ).12-7تصویر  (.خواهد ساخت

  
  12-7تصویر 

  هاي متعدد  ریشه-7-6
اي   ریشهA اگر .توان به معادلات با مرتبه بالاتر نیز تعمیم داد تفاسیر فوق را براحتی می

توان بجاي دیگر استعمال نمود و  ق و مدول را میقدرمطل(باشد که داراي بزرگترین قدرمطلق 
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  : ام باشدnدر معادله مرتبه   ytدر جواب ) دهند هر دو یک معنی را می
yt= b1(x1)t +b2 (x2)t + …+ bn(xn)t+M 

br(xr  کوچکتر باشد اثراتA از xrاي مانند  هر ریشه) مدول(اگر قدرمطلق 
t)  با افزایش t 

ها  بدین ترتیب اگر قدر مطلق تمام ریشه. شود  اغماض میکوچکتر و کوچکتر شده و قابل
اي که داراي بزرگترین  اگر ریشه.  میرا خواهد بودMبه سمت  ytکوچکتر از یک باشند 

زمانیکه .  نه میرا خواهد بود و نه غیرمیراytباشد مساوي یک باشد  می) مدول(قدرمطلق 
ر فقط یک اگ.  یا بسط یابنده خواهد بود غیرمیرا وytقدرمطلق هر ریشه بزرگتر از یک باشد، 

روي ( ممکن است نوسان کننده yt داشته باشیم، Aریشه یا یک جفت ریشه مختلط با قدرمطلق 
، نوسان کننده ساده و یا هیچکدام از آنها باشد که بستگی به این دارد که )هاي توابع مثلثاتی موج

که بیشتر از  زمانی. حقیقی داشته باشیم ریشه حقیقی و منفی و یا ریشه مثبت و ،ریشه مختلط
ها همه از یک نوع نباشند، براي  این ریشهو  باشد، Aیک ریشه داشته باشیم که قدرمطلق آن 

ت نتیجه بستگی به  در این حالا.شود مید دوباره کار کمی مشکل نمثال حقیقی و مختلط باش
  . یط اولیه معادله دارند خواهد داشت که آنها هم بستگی به شراbn , … b2 , b1بزرگی 

  ) ثبات و تعادل( جواب خاص ثابت -7-7
 غیرهمگن باشد احتیاج به محاسبه دو قسمت داریم یکی یتفاضلکه معادله وقتی گفتیم 

 M گفته شد ممکن است جواب  خاص به صورت همچنین. تابع مکمل و دیگري جواب خاص
. کنیم  تعریف میytرا تعادل موقتی مقدار  ypدر این حالت . ظاهر شود...  و  Mt2  یا وMtو یا 

ارج خاي   در نقطهytکنیم که اگر   را با ثبات تعریف مییتفاضلهمچنین یک جواب معادله 
یر و بطور مثال تصا. مقدار آن به سمت مقدار تعادل همگرا باشدtتعادل شروع شود، با افزایش 

  . دهند هاي باثبات را نشان می  جواب2-7 و 5-7 و 7-12
  ) تعادل متحرك(جواب خاص غیرثابت  -7-8

 ظاهر yp = btrتواند به شکل  همانطور که در قسمت فوق گفته شد جواب خاص می
.  نتواند معادله را برقرار سازدMافتد که یک عدد ثابت مانند  و این امر در زمانی اتفاق می. شود

بواسطه همین .  باشدتواند یک تعادل موقتی داشته  نمییتفاضلعادله مدر این حالت یک 
 یک روند زمانی btrواضح است که جمله . باشد  یک تعادل متحرك میbtrگوئیم که  می

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 57    ثبات پویاي تعادل

  

هاي   منحنیهباشد ب r>1 به یک روند خطی و اگر btr باشد r=1 اگر .دهد ان میشافزایشی را ن
  .  نمایش داده شده است14-7 و 13-7 این حالات در تصاویر . تبدیل خواهد شدیصاف

yt

t

  
  13-7تصویر 

yt

t

  
  14-7تصویر 

   روش تحلیل گرافیک -7-9
  :  مرتبه دوم را به شکل زیر بنویسیمیتفاضلاگر معادله 
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yt +byt-1 +cyt-2+d= 0                                                                                           )76(  
  :آیند  بکار میytقواعد زیر در تحلیل روند زمانی 

زیرا . تریستیک منفی نخواهند بودکهاي معادله کر دام از ریشهک باشد هیچc>0 , b<0اگر : الف
   :  داریمx2 +bx+c=0معادله  در

x'= 
2
1

(-b + cb 42 − ) , x"= 
2
1

(-b - cb 42 − ) 

x'>0 042 است زیرا >− cb –b>0 ,  042و چون >− cb -b> پس x">0است . 

 همه مثبت bn ,…, b2 , b1اگر  xn-b1xn-1+b2xn-2-b3xn-3+...=0 بطور کلی در معادله
 تیکی در میان مثب....  و xn-1 , xnاشد   منفی بxاگر . باشند معادله فوق هیچ ریشه منفی ندارد

بنابراین تمام جملات سمت چپ یا مثبت خواهند شد و یا منفی و بنابراین . منفی خواهند شد
  . تواند صفر شود مجموع آنها نمی

  . د بودنها مثبت نخواه  باشد هیچکدام از ریشهc>0 , b>0اگر : ب
 مثبت باشند تمام bn , … , b1 اگر xn + b1xn-1 + b2xn-2 + … = 0بطور کلی در معادله 
  . تواند صفر باشد شوند و مجموع آنها نمی جملات سمت چپ مثبت می

cbزیرا .  هر دو ریشه حقیقی و مختلف العلامه هستندc<0اگر : ج 42 − delta= اگرc<0  باشد
  : و ثانیاً اگر. خواهد بودعادله درجه دو داراي دو ریشه حقیقی مبزرگتر از صفر خواهد بود و 

c<0  ==>  -4c>0   ==>  b2- 4c>b2    ==>  cb 42 − > 2b = |b|= b 

0< :نبنابرای
2

42 cbb −+−
 x'= 0> و

2
42 cbb −−−

 x"=خواهند بود .  
دانیم که  می. باشد  میcها برابر با هها مختلط هستند و مدول ریش  باشد ریشهb2<4cاگر : د

2: هاي مختلط برابر است با ریشه
4 2bc−+ i 

2
b

r+si = -   و مدول آنان: 

cbcbsr =
−

+=+
4

4
4

22
22                                                                   )77(  

  .شود  میdelta= 0 باشد هر دو ریشه مضاعف خواهند بود زیرا b2= 4cاگر : ه
   : باشد یک ریشه مساوي یک خواهد بود زیراc+b+1=0اگر : و

x2+bx+c= (x-1)(x+b+1)+c+b+1 
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   : باشد یک ریشه مساوي منفی یک خواهد بود زیراc-b+1=0اگر : ز
x2+bx+c= (x+1)(x+b-1)+c-b+1 

   : صفر است زیراويسام ریشه  باشد یکc=0اگر : ح
x2+ bx = x(x+b)=0   ==>  x'=0 , x"= -b 

  .کنیم  را رسم می15-7با کمک قواعد فوق تصویر 

  
  15-7تصویر 

هاي  و ریشه) b,c (یتفاضل را با توجه به ضرائب معادله yt روند زمانی 15-7از تصویر 
 در زیر توضیح 15-7تصویر  مناطق معرفی شده در. ان پیدا کردتو معادله کرکتریستیک آن می

   :اند داده شده
I : شامل)I" , I' :(موجی میرا تنوسانا )مختلط، مدول کوچکتر از یک،ها ریشه (  

II : شامل)II" , II' :( نوسانات موجی غیرمیرا)ها مختلط، مدول بزرگتر از یک ریشه (  
III : قیقی، کوچکتر از یکها ح ریشه(میرا و بدون نوسان (  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  60

IV : ها حقیقی، یکی بزرگتر از یک و یکی کوچکتر از یک  ریشه(نهایتاً غیرمیرا و بدون نوسان
  )و هر دو ریشه مثبت

V : ها حقیقی، بزرگتر از یک ریشه(غیرمیرا بدون نوسان(  
VI : ها حقیقی، هر دو منفی با قدر مطلق کوچکتر از یک ریشه(نوسانات میرا(  

VII :ها حقیقی، هر دو منفی با قدرمطلق بزرگتر از یک ریشه(یرا و با نوسان غیرم(  
VIII : ها حقیقی، هر دو ریشه مثبت، هر دو ریشه کوچکتر از  ریشه(نهایتاً غیرمیرا و با نوسان
  )یک
IX : ها حقیقی، هر دو ریشه مثبت، هر دو ریشه کوچکتر از یک ریشه(میرا و بدون نوسان(  
X :یکی مثبت و یکی منفی، ریشه مثبت بزرگتر از یا حقیقه ریشه( و بدون نوسان نهایتاً غیرمیرا ،

  ) یک و ریشه منفی با قدرمطلق کوچکتر از یک
XI : ها حقیقی، یکی مثبت و یکی منفی قدرمطلق هر دو ریشه  ریشه(نهایتاً غیرمیرا و بدون نوسان

  )بزرگتر از یک و قدرمطلق ریشه مثبت بزرگتر از ریشه منفی
XII : حقیقی، یکی مثبت و یکی منفی، قدرمطلق هر دو ریشه کوچکتر ها ریشه(میرا و با نوسان 

  ) از یک
XIII : ها حقیقی، یکی مثبت و یکی منفی قدرمطلق ریشه منفی  ریشه(نهایتاً غیرمیرا و با نوسان

  )بزرگتر از یک و ریشه مثبت کوچکتر از یک
 XIV : ا حقیقی، یکی مثبت و یکی منفی، قدرمطلق هر دو ریشه ه ریشه(نهایتاً غیرمیرا و با نوسان

  )بزرگتر از یک و قدرمطلق ریشه منفی بزرگتر از ریشه مثبت
 همانطور که در فصول قبل توضیح داده شده است خیلی 15-7روش ترسیم تصویر 

ر نظ  براي ترسیم این گونه تصاویر باید مقادیر حساس را که از لحاظ تحلیل مورد.باشد ساده می
 محور را در مقایسه با وهاي مختلف د د را روي نمودار مشخص کرده و ترکیبنباش مهم می

 مرتبه دوم خصوصیات حقیقی یتفاضلدر معادله   ytدر تحلیل روند زمانی . آنان بررسی نمود
 مقدار ، منفی و یا مثبت بودن آنان، مضاعف بودن آنان،ها  مختلط بودن ریشه،ها بودن ریشه
. باشند  بودن همه از مقادیر حساس براي تحلیل میها، بزرگتر یا کوچکتر از یک شهقدرمطلق ری

براي اینکه بحث به . کنیم  پیدا میc , bدستگاه مختصات بامحورهاي این مقادیر را بر روي 
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  . کنیم درازا نکشد فقط مرزهاي مهم هر منطقه را شمارش می
I:      b2<4c        c<1         c>0  

I'     b<2            b>0   
 I"    b>-2          b<0  

:II       b2<4c         c>1        c>0  
II'     b>0               
II"     b<0  

III:      b<0            c>0        b2>4c       c<1           b>-2        c+b>-1  
IV:      c>0            b<0        c+b<-1     b<-1  
V:      b2>4c        c>0        c+b>-1      b<0          b<-2  

VI:      b2>4c        b>0        c>0           c-b>-1      c<1          b<2  
VII:      b2>4c        c>0         b>0          c-b>-1      b>2  

VIII:      c>0            b>0        b>1          c-b<-1  
IX:      c<0            b<0        c>-1          b>-1        c+b>-1  
X:      b<0            c<0        c-b>-1       c+b<-1  

:XI      c<0            b<0        c-b<-1       c<-1  
XII:      b>0            c<0        b<1           c>-1         c-b>-1  

XIII:      b>0            c<0        c-b<-1       c+b>-1  
:XIV                b>0           c<0        c+b<-1     c<-1   

 شمارش و بررسی نمود مانند کلیه 15-7توان در نمودار  مناطق بسیار دیگري را می
 باشند و یا محل تقاطع خطوط ی رسم شده در تصویر مذکور مینحمننقاطی که روي خطوط و 

نظر   کشیدن مطلب از این نکات صرفادرازبه ا منحنی و از این قبیل ولی به علت با یکدیگر و ب
توان از قضیه  در پیدا کردن مناطق فوق می. کنیم  به خواننده واگذار مینموده و بررسی آنرا

  . باشد عامل درجه استفاده نمود که بشرح زیر می
  ) برج قضیه عامل در( 8قضیه 

نومیال درجه دو همیشه برابر است با منهاي مجموع دو  وم در یک معادله پولیدضریب 
   .ها شهصل ضرب ریاریشه و جمله ثابت برابر است با ح

   : باشد داریم'x' , x داراي دو ریشه x2+bx+c= 0نومیال درجه دو  لیواگر پ
b= -(x'+x") ,  c= x'x"                                                                                          )78(  
(x-x') (x-x")= x2-(x'+x")x + x'x" = x2+bx+c 

  :شود  زیر حاصل میاز این قضیه نتایج
  . گیرند هاي مثبت در ربع چهارم قرار می ریشه: الف

 b<0 و c>0 و چون b= -(x'+x")<0 و c= x'x">0اگر دو ریشه مثبت باشد 
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  ). 15-7تصویر . ( در ربع چهارم قرار خواهد گرفتc,bترکیب هر است 
  )15-7تصویر (گیرند  هاي منفی در ربع اول قرار می ریشه: ب

  b= -( x'+x")>0 , c= x'x">0چون 
ریشه با قدرمطلق بزرگتر منفی در ربع دوم قرار خواهد و مه لعلادو ریشه مختلف ا: ج

  ).  15-7تصویر . (گرفت
  b= -( x'+x")>0 , c= x'x"<0زیرا 

. وم قرار خواهد گرفتس و ریشه با قدرمطلق مثبت در ربع علامهال دو ریشه مختلف: د
  ). 15-7تصویر(

   b= -( x'+x")<0 , c= x'x"< 0زیرا 
  . ام در فصول بعد خواهد آمدnتعمیم این قضیه به پولی نومیال مرتبه 

   8 تمرین
بطـور  را  c,b,a زیـر برحـسب مقـادیر مختلـف     یتفاضل را در معادله    yt چگونگی روند زمانی     -1

  yt+2 –a(1+b)yt+1 +abyt= c                                                . جبري و گرافیکی بررسی نمایند
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   خطییتفاضل بحث در معادلات -8
   

 بیش از دو هاي مرتبه خطی یتفاضلبه مهمترین مشکلی که در حل معاملات   
هائی که در  با توجه به پیشرفت. باشد نومیال کرکتریستیک می خوریم حل معادله پولی برمی

ل جبري بوده و به حاراي روش دانیم که معادله درجه دوم د نظریه معادلات صورت گرفته می
درجه  معادلات درجه سوم و. ها حل نمود توان اینگونه معادلات را بر حسب ریشه راحتی می

 و همچنین بعضی از .توان حل نمود تر می روشهاي مشابه ولی پیچیدهاز چهارم را نیز با استفاده 
 ولی حتی بعضی .باشند نیز به سختی قابل حل میو بالاتر حالات خاص معادلات درجه پنجم 

ین حال ع در !باشد نومیال بالاتر از پنج داراي جواب جبري نمی اند یک پولی ثابت کرده
ها و همچنین محاسبه آنها با تقریب دلخواه  ل ریشهیهاي آنالیز عددي قادر به تجزیه و تحل روش
هاي  یشهع به رجرا عددي -تحلیلیهاي  کنیم چند نمونه از روش حال سعی می. باشند می

  .نومیال را مختصراً بررسی نمائیم معادلات پولی
  )Sturm(روش استرم   -8-1  

 نوع و ، باید تعدادیتفاضلهمانطور که گفته شد براي پیدا کردن روند زمانی یک معادله   
ها دقیقاً  در صورتی که مقدار ریشه. کتریستیک را بدانیمکرومیال  نهاي معادله پولی مقدار ریشه

اي  ص داد که در چه فاصلهین معلوم باشد تا بتوان تشخناشده باشد باید مقدار تقریبی آتعیین ن
روش استرم براي . دنگرد  مییتفاضلد و نتیجتاً باعث چه روند زمانی براي معادله نگیر قرار می

  . شود گیرد بکار گرفته می اي قرار می بررسی اینکه کدام ریشه در داخل چه فاصله
  اي حقیقی ه ریشه -8-1-1 

   : به شکل کلی زیر استیتفاضلنومیال کرکتریستیک یک معادله  فرض کنید که پولی  
f(x)= a0xn+a1xn-1+…+ an-1x+an=0                                                                      )79(  

  : کنیم نشان داده آنرا محاسبه می f1(x)را با  f(x)مشتق تابع 

f1(x)=
dx

df x)(

= na0 xn-1+(n-1)a1xn-2+…+an-1 

  :کنیم هاي دیگري را به شکل زیر محاسبه می یالمنو پولی
f(x)=g1(x).f1(x)-f2(x)       ==>    f2(x)= g1(x).f1(x)-f(x) 
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 برابر با باقیمانده تقسیم f2(x) به عبارت دیگر مقدار
)(
)(

1 xf
xfباشد و   ضربدر منفی یک میg1(x) 

                     :تر یا بطور واضح. برابر با خارج قسمت خواهد بود
)(
)(

1

2

xf
xf−

 = g1(x) +
)(
)(

1 xf
xf  

 بیانگر خارج g(x) اگر پس. نمائیم هاي بعدي را نیز محاسبه می یالمنو به همین ترتیب پولی
  .  به شکل زیر استمرستهاي ا میالنو ها باشد بطور کلی پولی قسمت تقسیم

f(x)  = g1(x).f1(x)-f2(x) 
f1(x) = g2(x).f2(x)-f3(x) 
f2(x) = g3(x).f3(x)-f4(x) 
::::::::::::::::::::::::........... 
fn-2(x) = g(n-1)(x).f(n-1)(x)-fn(x) 

خرین آید وآ هاي استرم به ترتیب پائین می نومیال با کمی دقت واضح است که درجه پولی
چه  در) 79(نومیال   ریشه پولیهبراي اینکه بدانیم ک. باشد  عدد ثابت میکنومیال ی پولی
   :کنیم گیرد از قضیه زیر استفاده می اي قرار می فاصله
  )قضیه استرم (9 قضیه

.  دو عـدد حقیقـی باشـند   a<bهـاي مـضاعف نباشـد و      داراي ریـشه  ) 79(نومیال   اگر پولی   
گیرند برابر است با تعداد تغییر علامـت   قرار می x=b , x=aکه بین  f(x)هاي حقیقی  تعداد ریشه

 است یا x=bکه  تعداد تغییر علامت همان توابع زمانیمنهاي  ،باشد  میx=aتوابع استرم وقتی که 
)V(a)-V(b .  

  . براي روشن شدن این قضیه به مثال زیر توجه کنید  
  1-8مثال 

. بـه شـکل زیـر اسـت     yt= 3yt-1 +6yt-2 – 4yt-3 یفاضلتنومیال کرکتریستیک معادله  پولی   
در چـه فواصـلی قـرار    ها  نومیال داراي چند ریشه حقیقی بوده و ریشه         خواهیم بدانیم این پولی     می

  f(x)= x3-3x2-6x+4                                                                                                   . دارند

 3x2-6x-6 =  .دهیم هاي استرم راتشکیل می میالنو پولی
dx

xdf )( f1(x)=f'(x)=  
f(x) ــر ــده را در منفــی یــک ضــرب مــی f1(x) را ب  f2(x)حاصــل را . کنــیم  تقــسیم نمــوده باقیمان
  f2(x)= 6x-2                                                                                                           . نامیم می
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f1(x)  رابرf2(x)کنیم   تقسیم کرده باقیمانده را در منفی یک ضرب میf3(x)آید  بدست می:   

f3(x)= 
3
23

 

  . هاي استرم این مثال به شکل زیر هستند نومیال پس پولی
f(x)= x3-3x2-6x+4 
f1(x)= 3x2-6x-6 
f2(x)= 6x-2 

f3(x)= 
3
23

 

کرکتریـستیک مزبـور بـین صـفر و یـک قـرار              نومیـال  هاي پولی  یشهرتا از    براي اینکه بدانیم چند   
  . کنیم  محاسبه میx=1 و x=0مقادیر توابع فوق را به ازاء  گیرند می

f(0)  = 4>0  ==>  + 
f1(0) = -6<0   ==>  - 
f2(0) = -2<0  ==>  - 

f3(0) = 
3
23

>0  ==>  + 

f(1)  = -4<0  ==>  - 
f1(1) = -9<0  ==>  - 
f2(1) = +4>0  ==>  + 

f3(1) = 
3
23

>0 ==>  + 

ــت از  V(0)اگــر    ــر علام ــه f(0) را تعــداد تغیی ــامیم...  وf2(0) ســپس f1(0) ب  V(0)=2 ،بن
.  مثبـت اسـت  f3(0) و  f2(0)و  منفـی    f1(0) ، مثبت است  f(0)شود و آن بدین ترتیب است که         می

  . است V(0)=2 پس .شود پس از مثبت به منفی و از منفی به مثبت باعث دو تغییر علامت می
کرکتریستیک ایـن   نومیال هاي پولی بنابراین تعداد ریشه.  استV(1)=1بینیم که  با روش مشابه می   

 براي پیدا کردن کـل تعـداد   .V(0)-V(1)=1شوند برابر است با  ن صفر و یک واقع مییمثال که ب  
 ∞+=x تـا  ∞-=xهاي اسـترم را در فاصـلۀ    نومیال، پولی نومیال یک معادله پولی  حقیقیهاي   ریشه

  :پس در مثال ما. کنیم ارزیابی می
f(-∞)<0,   f1(-∞)>0,   f2(-∞)<0,   f3(-∞)>0      ==>V(-∞)=3 
f(+∞)>0,   f1(+∞)>0,   f2(+∞)>0,   f3(+∞)>0   ==>V(+∞)=0 

  V(-∞)-V(+∞)= 3                                   :هاي حقیقی این معادله برابر است با کل تعداد ریشه
  V(0)–V(+∞)= 2                                                              : برابر است باثبتهاي م تعداد ریشه
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  V(-∞) –V(0)= 1                                                             : هاي منفی برابر است با تعداد ریشه
صلی قـرار  وانومیال در چه ف هاي حقیقی یک پولی  توان تشخیص داد که ریشه     به همین ترتیب می   

  .گردیم به چگونگی عملکرد روش استرم برمیدوباره . گیرند می
  10یه ضق

. مـه باشـند  لعلا مختلـف ا b,a ،f(b) , f(a)حقیقـی   پیوسته باشـد و بـراي مقـادیر    x(f(اگر   
 f(x)بـه عبـارت دیگـر    .  شـود f(c)=0تـوان یافـت بطوریکـه      میcحداقل یک عدد حقیقی مانند    
  .  داردb,aحداقل یک ریشه حقیقی بین 

  . شود  واضح است و درك آن به خواننده واگذار می1-8اثبات قضیه با توجه به تصویر   

  1-8تصویر 
  11قضیه 

تـوان    را نمـی xهـاي مـضاعف نباشـد هـیچ مقـداري از              داراي ریشه  f(x)نومیال   اگر پولی   
  .  آن باشدقتش و هم ریشه مf(x) ریشه میافت که ه

 یـک  rاگـر  . توان ثابت کـرد  می) برج قضیه عامل در) (8(با استفاده از قضیه را این قضیه    
   f(x)= g(x)(x-r)                                                                    : وشتتوان ن  باشد میf(x)ریشه 

   :گیریم  میقتش مf(x)از . )g(r)≠0(( ریشه آن نیست rنومیال است که   یک پولیg(x)که 

f'(x)= 
dx

xdg )(
(x-r)+g(x) 

f'(r)= 
dx

rdg )(
(r-r)+ g(r)= g(r)≠ 0                   بدست آمده قرار دادهقتشرا درون م :   x=r 
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  .  باشدf'(x)تواند ریشه   نمیrبنابراین 
  12قضیه 

تواننـد   هـم اسـترم نمـی    هاي پشت سـر    نومیال  صادق باشد هیچکدام از پولی     11اگر قضیه     
  . داراي یک ریشه باشند

 عـدد  یـک فرض کنید بر خلاف قضیه  .شود با استفاده از برهان خلف این قضیه ثابت می       
.  اسـت f4(x) و f3(x) یک ریـشه  s بنابراین f3(s) = f4(s)= 0 وجود دارد بطوریکه sحقیقی مانند 
  :نویسیم می) 80(با استفاده از 

f(x) = g1(x) f1(x)- f2(x) 
f1(x)= g2(x) f2(x)- f3(x) 
f2(x)= g3(x) f3(x)- f4(x) 

sرا در  f2(x)کنیم  جایگزین می :                                                          f2(s)= g3(s).(0)-0=0  
 نتیجـه برابـر   .دهـیم   قرار میf(x) و f1(x) را در توابع   sمرتباً  .  باشد f2(x) باید یک ریشه     sبنابراین  

 و f3(x)باشـد و   ی م ـ11قـضییۀ    کـه بـرخلاف   نیز هستf2(x) و f1(x) ریشه  sاینکه  با  خواهد بود   
f4(x)   توانند داراي یک ریشه مشترك  نومیال استرم پشت سرهم دیگر نمی      پولی  و یا دوs باشـند  .

 f(x)نومیـال    پـولی ) 8-2( با توجـه بـه تـصویر         .)قضیه استرم  (9گردیم به توضیح قضیه      حال برمی 
العلامــه   مختلــفf1(x) و f(x)در ســمت چــپ ایــن نقــاط . باشــد  مــیW,T,M ریــشه ســهداراي 

 ولـی در سـمت     . مثبـت اسـت    f1(x) منفی و    M، f(x) عبارت دیگر سمت چپ نقطه     به. دشناب می
 عبـور  f(x) ترتیب وقتی از یـک ریـشه   دین ب.باشند  متحدالعلامه میf1(x) و f(x)راست این نقاط   

دلیـل ایـن   . شـود   به اندازه یک واحد می    V(x)کند که باعث کاهش       تغییر می  f(x)کنیم علامت   
پـس  . توانند یک ریشه مشترك داشته باشند  نمیf1(x) و f(x) 12 طبق قضیه امر واضح است زیرا  

توانـد مـساوي صـفر     نمی(باشد  باید یا مثبت یا منفی   f1(r) مشتقش   ،f(x) از تابع    x=rدر هر ریشه    
رود و  ا پـائین مـی  یها را قطع کرد به سمت بالا   x وقتی محور    f(x) بدین ترتیب که نمودار      ).شود
یـشه  رهـا را در  xرود و محـور     به سمت پـائین مـی      f(x) فرض کنید    . بر آن شود   تواند مماس  نمی

x=T  که  از آنجائی. کند  قطع میf(x) پائین رونده است مشتق آن f1(x)    بایـد منفـی باشـد و f(x) 
 بایــد f1(x) و T، f(x) بــدین ترتیــب در ســمت چــپ نقطــه. شــود از مثبــت بــه منفــی تبــدیل مــی

علامـت داشـته   یـک   هـر دو بایـد   Tو در سـمت راسـت     f(x)>0 f1(x)<0 العلامه باشند مختلف
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 از روي یک ریشه عبور کند علامـت آن تغییـر کـرده و باعـث کـاهش              f(x)بنابراین اگر   . باشند
V(x)گردد  به مقدار یک واحد می.  

  
  )2-8(تصویر 

 f2(x) و f1(x)اي از  که هیچ ریشه  بدین ترتیب    .گردیم  برمی 9به اثبات قسمت دیگر قضیه      
ظـر مـا حـداقل یکـی از      نض کنیـد در فاصـله مـورد   رف ـ. گـذارد   اثر نمـی  V(x) روي   fn(x)و  .. و  
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 داریـم            12بنـابر قـضیه   .  باشـد x=s داراي یـک ریـشه     f5(x)، مثلاً   f(x)هاي توابع استرم بجز      ریشه
f4(s)¹ 0 و f6(s)¹ 0. 80( ولی با استفاده از(:   

f4(x)= g5(x) f5(x) –f6(x) 
  f4(s)=- f6(s):                                                                                            پسf5(s)= 0چون 

 بایـد داراي قـدرمطلق مـساوي    f5 و f4هاي  نومیال  مقدار پولی x=s, f5(x)پس بازاء ریشه   
 و یـا  f6 یـا  f4 تغییر کنـد بایـد متحدالعلامـه بـا     f5بدین ترتیب اگر  . العلامه باشند  بوده ولی مختلف  

 پـس تعـداد تغییـر    .باشـد داراي یـک تغییـر علامـت    دقیقـاً   بایـد  f6 و ،العلامه با آنها باشد    مختلف
 این نتـایج در زیـر نـشان    .تواند تغییر کند  گذرد نمی   می f5 از یک ریشه     xعلامت آنان زمانی که     

  . داده شده است
 x f4 f5 f6 f7 
s-Δs + + - 1 
s+Δs + - - 1 

کنـیم تعـداد تغییـر      از چپ به راسـت عبـور مـی   f(x)بطور خلاصه اولاً هر زمان که از یک ریشه  
هـاي اسـترم    نومیـال  ثانیاً اگر هرکدام از پولی. یابد  یک واحد کاهش میf1(x) و  f(x)علامت بین   

اً حتـی اگـر یکـی از    لث ـو ثا.  اثـري نـدارد  Vر هـاي آنـان د   یشه باشند ریشه   داراي ر  f(x)به غیر از    
ــولی ــال پ ــد نمــی    نومی ــور کن ــشه عب ــک ری ــور از ی ــري روي  هــاي مزب ــد اث ــرا Vتوان  بگــذارد زی
بـدین  . العلامـه هـستند   ختلفماند که همیشه  هاي ماقبل و مابعد آن طوري ساخته شده    نومیال پولی

  . ترتیب قضیه استرم ثابت شده است
  هاي مضاعف  ریشه -8-1-2

در ریشه مضاعف باشد تغییرات کوچکی داراي نومیال کرکتریستیک  زمانیکه پولی  
  . استرم پدیدار خواهد شدروش 
   13 قضیه

 fn(x)و  ...  و   f1(x)  و f(x) هـاي  نومیال پولیهاي مضاعف باشد تمام       داراي ریشه  f(x)اگر    
  . داراي یک عامل مشترك خواهند بود

 f(x) اگـر  ازیـر . عامل مشترك باشندیک  باید داراي f1(x) آن  و مشتقf(x)بدین ترتیب که تابع   
   f(x)= F(x)(x-r)m:                             باشد نتیجتاً باید داشته باشیمx=r ریشه مضاعف mداراي 

   برابر است با f1(x)همچنین . باشد نومیال می خودش یک پولی F(x)که 
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f1(x)= F(x)m(x-r)m-1 + F '(x)(x-r)m 
بـا  . مـشترك هـستند   m-1(x-r)شویم که هـر دو عامـل     متوجه میf1(x) , f(x)ر این جا با مقایسه د

  f(x)=g1(x) f1(x)–fc(x)                                                                      :داریم) 80(استفاده از 
  f2(x) = g1(x) f1(x)- f(x)                                                                                                  یا 

 نیـز  fc(x) بکـار بـریم معلـوم خواهـد شـد کـه       f2(x) را که اول پیدا کـردیم در       f1(x) و   f(x)اگر  
توان به همین شکل  هاي بعدي را نیز می نومیال  با روش مشابه پولی    .باشد  می m-1(x-r)داراي عامل   
  . دنبال نمود

   14 قضیه
هـا بـه    نومیـال  هاي مضاعف باشد در پروسه تقـسیمات متـوالی پـولی     داراي ریشه f(x)اگر    

   .)f6(x)= 0مثلاً (یک باقیمانده صفر خواهیم رسید 
 مـساوي  fn(x)اگـر  .  یـک عـدد ثابـت اسـت    fn(x)نومیال استرم    آخرین پولی که  دانیم   می  

 داراي f(x) کـه اگـر   مدانـی   مـی 13ولی طبق قـضیه     باشد  ) x-r(تواند داراي عامل     صفر نباشد نمی  
 بنـابراین  . خواهنـد بـود  (x-r)ها داراي یک عامل مـشترك    نومیال ریشه مضاعف باشـد تمام پولی    

fn(x)=0باشد   می .  
  15قضیه 

هـاي   نومیـال غیرصـفر ریـشه      پـولی  ینهاي مضاعف باشد ریشه آخر      داراي ریشه  f(x)اگر    
  .  خواهد بودf(x)مضاعف 

 f4(x)= g5(x) f5(x) – 0:                               )80( با استفاده از f6(x)= 0ر مثال اگر  بطو  

   است و همینطور f4(x) یک عامل f5(x)پس 
f3(x)= g4(x) f4(x)- f5(x) = g4(x) g5(x) f5(x)- f5(x) 
 

 عامـل مـشترك   f5(x)بینـیم کـه    دامه دادن این استدلال می   ابا  .  هست f3(x) یک عامل    f5(x)پس  
f(x) و f1(x)  وf2(x)  توانیم بنویسیم   بدین ترتیب می.ستهنیز :  

f(x)= F(x) f5(x) 
f1(x)= F1(x) f5(x) 

شـود کـه    باعـث مـی   w ماننـد  f5(x)بدین ترتیب هـر ریـشه   . نومیال هستند  پولیF1(x) و F(x)که  
f(w)= f1(w)= 0. 11 با استفاده از قضیه ،w باید ریشه مضاعف f(x)یز باشد ن .  
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در قـدم  . هـا بوسـیله روش اسـترم    گردیم به مسئله اصلی و تعیین تقریبی ریشه     دوباره برمی   
نومیـال    را به آخـرین پـولی      f(x)نومیال مرتبه     پولی .دهیم هاي استرم را تشکیل می     نومیال اول پولی 

  شــامل یــک جملــهf(x)/f5(x) ریــشه مــضاعف، کــسر m بــراي هــر .کنــیم غیرصــفر تقــسیم مــی

1)(
)(

−−
−

=− m

m

rx
rxrxــود  f(x)هــاي متمــایز   ایــن کــسر شــامل تمــام ریــشه ، بنــابراین. خواهــد ب
همدیگر ساده  اعف وجود نخواهد داشت زیرا آنها با   ض هیچ ریشه م   f(x)/f5(x)باشد، ولی در     می
 را بـه   f(x)هاي حقیقـی     توانیم ریشه  بنابراین می . گردند شوند و از صورت و مخرج حذف می        می

   :ر جدا کنیمشکل زی
. هاي مضاعف نیست  داراي ریشهf(x) باشد fn(x) ≠0اگر . مدهمی توابع استرم را تشکیل می: الف

   .بریم ار میک را ب1-1-8و روش مذکور در قسمت 
نمائیم که    را محاسبه میf(x)/fk(x) کسر . داراي ریشه مضاعف بودهf(x) ، شدfn(x)= 0اگر : ب

fk(x)   تحلیـل  1-1-8هـاي متمـایز را بـا اسـتفاده از      ریـشه . باشـد  ترم مـی  آخرین تابع غیرصـفر اس ـ 
  . نمائیم می
نمـایئم و الـف و ب را در    جـدا مـی   f(x) را از fk(x)هـاي    ریشه15 تا 13با استفاده از قضایاي  : ج

  . بریم هاي متمایز بکار می مورد ریشه
   2-8مثال 

  . آن بکار بریدبراي ش استرم را  را در نظر گرفته روf(x)= x3- 6x2+9x-4  نومیال پولی  
   :)80(با استفاده از 

f1(x)= 3x2- 12x+9 
f2(x)= 2x-2 
f3(x)= 0 
f2(x)= 2x-2= 0    ==>     x=1 

  f(x)= (x-1)2 (x-4)= 0            : است پسf(x) یک ریشه مضاعف x=1 ،15با استفاده از قضیه 
   . خواهد بودx=4 یا 0 =(x-4)پس ریشه دیگر برابر با 

  هاي مختلط  ریشه -8-1-3
توان به دو  هاي مختلط باشد را به آسانی می داراي ریشهکه  ینومیال یک معادله پولی  

براي روشن . هاي حقیقی باشند نومیال همزمان دو متغیره تبدیل نمود که داراي ریشه معادله پولی
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  . ع مثال زیر را در نظر بگیریدوشدن این موض
  3-8مثال 

نومیـال داراي   دانـیم کـه ایـن پـولی     مـی .  داده شده اسـت x2-2x+5= 0نومیال  معادله پولی  
 اگر ریشه مختلط داشته .توان پیدا کرد ها را به این ترتیب می   این ریشه . باشد هاي مختلط می   ریشه

  x'= c+di,       x"= c-di                                                                   :باشیم برابر خواهد بود با
                                                 : را داخل معادله فوق گذاشته'xمقدار  

(c+di)2- 2(c+di)+5= 0    ==>  c2+2cdi-d2-2c-2di+5= 0 
براي اینکه این معادله برقرار شود باید مجموع جملات حقیقی و موهومی تک به تک برابر صفر   

  وشت توان ن شوند پس می
c2-d2- 2c+5= 0 
2cdi- 2di= 0 

  : هاي معادله برابرند با  خواهیم رسید پس ریشهd= ± 2 و c=1از حل دستگاه فوق به جواب 
x'= 1+2i,      x"= 1-2i 

 ولی اشـکالی کـه دارد ایـن       ؛تواند مورد استفاده واقع شود     ها می  نومیال این روش براي تمام پولی    
هـاي    کنـار گذاشـتن ریـشه     اپس ب ـ س ـ .را حل کنـیم    عادلات جدید است که باید بتوانیم دستگاه م     

  . منمائی هاي حقیقی را بررسی می مختلط ریشه
  آزمون ثبات پویاي تعادل  -8-2

باشد  نظر داراي روند زمانی همگرا می  موردیتفاضلاگر فقط بخواهیم بدانیم که معادله   
   :توان از قضیه زیر استفاده نمود مییا خیر، 
    شرضیه ق16 قضیه

 داراي قدرمطلق a0xn+ a1xn-1+ …+an-1x+an= 0ام nنومیال مرتبه  هاي معادله پولی ریشه  
  . زیر همگی مثبت باشنددترمینان  nکوچکتر از یک هستند اگر و فقط اگر 
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                                                             )81(  

  9تمرین 
   :محاسبه کنید x3-3x2-6x+4=0یک تمعادله کرکتریسمقادیر زیر را براي  -1

1-   V(-2)     2-   V(-1)         3-   V(+2)        4-   V(-∞)    5-   V(∞) 
 یر؟ریشه منفی از ریشه مثبت بزرگتر بیشتر است یا خقدرمطلق  که آیا پیدا کنید 1مسئله در  -2

 . توابع استرم را براي معادلات پولی نومیال زیر بدست آورید -3
1- x3- 3x2- 3x-1= 0                                       2-  x3- 3x+1= 0 

. ئله قبل حقیقی هستندسهاي معادلات م  ریشههبا استفاده از روش استرم نشان دهید که کلی -4
رم آن داراي ضریب تهاي اس نومیال  که پولیf(x)نومیال  این مطلب را به اثبات اینکه هر پولی

 . مثبت در بزرگترین جمله خود باشند تعمیم دهید

 .توابع استرم را براي معادلات زیرا پیدا کنید -5
1- x3 -3x2+3x-1                                             2-  x3-3x2+6x-4 

    ؟)چندتا(باشند  هاي مختلط می  داراي ریشه5معادلات مسئله  کدام یک از -6

 ؟)چندتا(باشند  هاي مضاعف می  داراي ریشه5 کدام یک از معادلات مسئله -7

 :ستیهمگرا ن زیر یتفاضل معادله yt نشان دهید که روند زمانی ربا استفاده از قضیه ش -8
yt+2+3yt+1+ 2yt= 12             

 :باشد زیر همگرا می یلتفاض معادله yt نشان دهید که روند زمانی ربا استفاده از قضیه ش -9

yt+2+
6
1 yt+1 -

6
1 yt= 2 

  : زیر را آزمایش کنیدیتفاضل همگرائی روند زمانی معادلات  -10

1- yt+2 +
2
1

yt+1 -
2
1

yt= 3                                2-  yt+2 - 
9
1

yt = 1 

                                                                                   .  هاي شر را بدست آورید نترمیناد را به شکل زیر بنویسیم 3 مرتبه یتفاضلاگر معادله  -11
yt+3+a1 yt+2+ a2yt+1+a3yt=c 
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   خطی با جمله متغیر یتفاضلمعادلات  - 9
  

 خطی همگن و غیرهمگن از مراتب مختلف را وقتی که یتفاضلبحال معادلات تا   
 یتفاضلدر این فصل به معادلات  . ثابت بودند را بررسی کردیمرضرائب و جملات آن مقادی

 همگن را یتفاضلاي که معادله   به عبارت دیگر جمله.باشند پردازیم که داراي جمله متغیر می می
  .  باشد  میtبعی از متغیر نماید خود تا غیرهمگن می

  ب مجهول ئروش ضرا -9-1
  : کنیم  را به شکل زیر بازنویسی میn خطی مرتبه یتفاضلمعادله   

yt= a1yt+1+ a2yt+2+ …+ f(t)                                                                                 )82(  
ی جملۀ تفاضلاگر در معادله . شود  تعریف میtعی از باشد و تاب یک جمله متغیر می f(t) که

 را تحت تأثیر قرار یتفاضل باشد داشته باشیم تنها جواب خاص معادله tمتغیري که تابعی از 
روش ضرائب مجهول که در این قسمت به آن خواهیم پرداخت براي محاسبه جواب . دهد می

باشد روش ضرائب مجهول همانطور که  t تابع مشخصی از f(t)اگر .  زیادي دارداربردخاص ک
در این حالت در ارتباط با هر . خواهیم دید قابلیت خوبی براي یافتن جواب خاص خواهد داشت

 در یگیریم که با جایگزین در نظر میمجهول  یک جواب آزمایش با مقادیر دلخواه f(t)جمله 
  .  کنیم را پیدا میان  غیرهمگن آنیتفاضلمعادله 

   tMcتغیر جمله م -9-1-1
  :داریم) 82( باشد از f(t)= cMtاگر 

yt= a1yt+1+ a2yt+2+ …+ anyt+n+cMt                                                                                                             )83(  
  . باشند  ثابت میc ,M ,a1, … , anکه مقادیر 

کرده و جواب  ح داده شد باید تابع مکمل را پیدایانطور که توضبراي حل این معادله هم  
در . گونگی بدست آوردن تابع مکمل در فصول قبل توضیح داده شدچ .خاص را به آن بیافزاییم

هاي   تعیین کنیم که جواب خاص در زماندایباول . پردازیم اینجا به یافتن جواب خاص می
هاي  تفاضل cMtجمله   بدین منظور ازیا نه؟خواهد بود  صیمختلف داراي شکل خاصی خا

   :گیریم پیاپی می
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D(cMt)= cMt+1- cMt= c(M-1)Mt 
D2(cMt)= D[c(M-1)Mt]= c(M-1)Mt+1 – c(M-1)Mt= c(M-1)2Mt 

 Dh(cMt)= c(M-1)h Mt:                                                                 امh تفاضلهمینطور براي 

 Mt در c(M-1)hهاي مختلف به شکل حاصل ضرب اعداد ثابتی مانند  تفاضل در cMt جملهپس 
 عدد Bآزمایش بکار برد که جواب  را به عنوان yt= BMtتوان   بدین ترتیب می.خواهد شد

   :کنیم  جایگزین می)83( این مقدار را در معادله .باشد ثابت نامعلوم می
BMt= a1BMt+1+ a2BMt+2+ …+ anBMt+n+ …+ cMt 

  . کنیم  میحساب را Bکنیم و   تقسیم میMtپس دو طرف را بر 

B= n
nMaMaMa

c
−−−− ...1 2

21

 

  . بدین ترتیب جواب خاص از قرار ذیل خواهد بود

yp= BMt= n
n

t

MaMaMa
cM

−−−− ...1 2
21

 ,     a1M1+ a2M2+ …+ anMn ≠ 1          )84(  

 نتیجه            به قرار داد و یتفاضلدله را در معا توان آن ت بودن جواب میسردان حامت براي  
cMt=cMt دانیم که همانند قبل در مورد یافتن  که مخرج مساوي صفر شد می در صورتی. رسید

کرکتریستیک مرتبط با معادله ومیال ن پولی مساوي یک ریشه Mجواب خاص عدد ثابت 
   :کنیم می را آزمایش yt= BtMt یدر این حالت جواب آزمایش. باشد ی میتفاضل

BtMt- a1B(t+1)Mt+1-…-anB(t+n)Mt+n=cMt  ==>  B= n
n MntaMtat

c
)(...)1(1 +−−+−

  

n                : با خواهد شدبرابرو جواب خاص 
n

t

MntaMtat
ctM

)(...)1(1 +−−+−
yp=BtMt=  

   :صفر باشد یعنیمخالف به همین ترتیب باید در این حالت نیز مخرج 
t-a1(t+1)M - …- an (t+n)Mn ¹0 

 را آزمایش کنیم و اگر این yt= Bt2Mtجدداً مخرج مساوي صفر شد باید جواب آزمایش اگر م
 این روش را تا .کنیم  را آزمایش میyt= Bt3Mtجواب هم همانند فوق شکست خورد جواب 

yt= BtnMtشودقعتواند جواب مورد قبول وا که نهایتاً یکی از آنها می. توان ادامه داد  می  .  
 t=0باشند بدین ترتیب که در زمان   داراي تعادل متحرك می)83( از نوع تمعادلا  

  .  خواهد بودcMt تعادل در t زمان و همینطور در cM تعادل در t=1، در زمان cتعادل در 
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   1-9 مثال

 وy0= 2(را حل کنید  yt+2 -4yt –3(4)t= 0 یتفاضلمعادله 
2
3

 yt=:(  
   :کنیم مایش می را آزyp= B(4)tجواب خاص 

B(4)t+2 –4B(4)t –3(4)t= 0   ==>     B= 
1616

12
−

 

  yt= Bt(4)t :    گردد پس باید جواب آزمایش دیگري را بکار ببریم  میصفرولی مخرج مساوي 

B(t+2)(4)t+2 – 4Bt(4)t –3(4)4)= 0   ==>   B= 
8
3

 

 t(4)t پس جواب خاص برابر
8
3= ypهمـانطور  . کنیم حال تابع مکمل را محاسبه می.  خواهد بود

 yt+2–4yt=0گیرد پس معادلـه   قرار نمیt(4)3 که گفته شد تابع مکمل تحت تأثیر جمله غیرثابت 
  . را حل نموده تا تابع مکمل بدست آید

yt= xt   ==>  xt+2 –4xt= 0   ==>   x= ±2     ==>     yc= a(2)t + b(-c)t 

t(4)t                        :  آوریم را بدست می) yt= yc+ yp(جواب عمومی   

8
3 yt= a(2)t + b(-c)t+     

  . شود  حاصل میa,b با استفاده از شرایط اولیه و پیدا کردن مقادیر نجواب معی

y0= a(2)0 + b(-c)0 +
8
3

(0) (4)0= 2 

y1= a(2)1 +b(-c)1+ 
8
3

(1) (4)1= 
2
3

             ==>   a=1, b=1 

 t(4)t                             :  ازخواهد بودعبارت بدین ترتیب جواب مسئله 
8
3

yt= (2)t + (-2)t +  
   Mctمتغیر  جملۀ -9-1-2

   : اعداد ثابتی باشندC , M و f(t) = ctM را در نظر بگیرید که ) 82(له معاد  
yt= a1yt+1 +a2yt+2+ …+ anyt+n+ ctM                                                                                                 )85(  

  بدین ترتیب شکل جمله مورد.ودوي جواب خاص خواهد ب ر برctM تأثیر )83(همانند معادله 
هاي پیاپی  تفاضل ctM بدین منظور از جمله .کنیم هاي مختلف بررسی می نظر را در زمان

  c(t+1)M- ctM =(ctM)∆                                                                                         : گیریم می
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ینم نیوتن استفاده کنیم و عبارت تز اول از بناگر براي بسط پرا
)!(!

!
rMr

M
−

را با   







r

M نشان 

Mr                                    :شود  فوق به شکل زیر میتفاضلدهیم 
M

r

M ctt
r

M
cct −








=∆ ∑

=0

)( 

MM                                     :                  برابر خواهد بود با∑امM چون جمله ctt
M
M

c =

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r                                   : شود  فوق به شکل زیر تبدیل میتفاضل
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  : دوم به شکل زیر استتفاضل
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r     :پس. باشد  میt0=1 و ∆)ثابت= (0چون 
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  :رسیم  را دوباره توسط دستور بینم نیوتن بسط دهیم به عبارت زیر میr(t+1)اگر 

r
M

r

k
r

k

M

r

M t
r

M
ct

k
r

r
M

cct ∑∑∑
−

==

−

=








−




























=∆

1

10

1

1

2 )( 

r شود جمله k=rزمانی که 
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   : وترین جمله حذف خواهد شد سمت راست با 
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شود  نومیالی که از بسط بینم پیدا می رود درجه پولی  می که بالاترتفاضلبه همین ترتیب مرتبه 
بدین ترتیب جملاتی که در . شود ام برابر صفر می)M+1( مرتبه تفاضلآید تا مقدار  پائین می
 پس جواب .باشد  میB0 , B1t , B2t2 , … , BMtMشود به شکل  هاي مختلف پیدا می تفاضل
  :نمائیم امتحان میبراي بدست آوردن جواب خاص زیر را  یآزمایش

yt= B0 + B1t + B2t2+ … + BMtM                                                                                    )86(  
   :آید نومیال زیر بدست می پولی. دهیم قرار می هاي لازم t براي )85( را در )86(مقدار 

(B0 + B1t + B2t2+ … + BMtM) = 
a1[B0+B1(t+1)+…+BM(t+1)M]+…+an[B0+B1(t+n)+…+Bm(t+n)M] + ctM                )87(  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  78

 را در سمت راست و باقی جملات را در سمت چپ ctMرا مرتبط نموده ) 87(نومیال  پولی
  . نومیال مربوطه به شکل زیر شبیه خواهد بود  پولی.نمائیم نگهداري می

f0(B0 , B1 , bm)t0 +f1(B1 , …, Bm)t1 + … +fM(BM)tM= ctM 
 مقادیر معادل آنها ساوي در سمت چپ را مt1 , t0 ,..., tMاز مقایسه سمت چپ و راست ضرائب 

  . شود پیدا می B0,B1,...,BMدستگاه معادلات همزمان برحسب . دهیم در سمت راست قرار می
f0(B0  , B1 , … , Bm)= 0 
f1(B1 , …, Bm) = 0 
::::::::::::::::::::: 
fM(BM) = c 

دهیم تا جواب  قرار می) 86( در  و را محاسبه نمودهBM تا B0 معادله فوق مقادیر M+1از حل 
شکست خورد جواب ) 87(نومیال   پولیBm تا B0اگر در پیدا کردن مقادیر . خاص بدست آید

   :بریم آزمایشی زیر را بکار می
yt= t(B0 + B1t+ …+ BMtM)                                                                                 )88(  

 ی در جواب آزمایشtتوان همانند معادلات دیگر به شکل حاصلضرب توانی از  و این عمل را می
 نیز در پیدا کردن مقادیر tn-1و...  و t2 و t1ام تکرار نمود و این در صورتی است که nتا مرحله 

B0 تا BMتوان آزمایش نمود را یکی پس از دیگري میر هاي زی  جواب. شکست بخورند:   
yt= t2 (B0 + B1t+ …+ BMtM) 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                                                              )89(  
yt= tn (B0 + B1t+ …+ BMtM) 

  2-9مثال 
  :      را پیدا کنید yt+2 + 5yt+1+2yt = t2ی تفاضلجواب خاص معادله 

∆(t2)= (t+1)2 – t2 = 2t+1 
∆2(t2)= ∆(∆t2)= ∆(2t+1)= ∆(2t)+ ∆(1)= 2 
∆3(t2)= ∆(∆2t2)= ∆(2)= 0 

کنیم چون در عملیات فـوق یـک جملـه      را آزمایش می   yt=B0+B1t+B2t2 یپس جواب آزمایش  
t2)   مرتبه اول آن  یک جمله    تفاضلاز  و  ) خود جمله متغیر t ه دوم یـک جملـه   تب ـرم تفاضل و از

حال مقدار . را در جواب آزمایشی بکار بردیم B0 , B1 , B2تیم پس بترتیب پارامترهاي شثابت دا
yهاي   را در زمانt+1, t+2غیرهمگن صـورت  یتفاضلآوریم و آنها را در معادله   نیز بدست می 

  t + 8B2t2 = t2(7B1+14B2) + (8B0+ 7B1+ 9B2)                             :کنیم مسئله جایگزین می  
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   : خواهیم داشتtبا مقایسه سمت چپ و راست معادله و از مساوي قراردادن مقادیر ضرائب 
8B0 + 7B1 + 9B2 = 0                    8B1+ 14B2= 0                   8B2 = 1 

بـا  :  بـا د به ترتیب برابر خواهند بـو B2 , B1, B0از حل این دستگاه مقادیر 
256
 و 13

32
7

 و −
8
1. 

2                                         :  قرار است این  پس جواب خاص از     

8
1

32
7

256
13 ttyp +−=  

  Kdt + tMcجملات متغیر  -9-1-3
غیر تعریف نمود و به دنبال متجملات توان بعنوان  مختلفی را میریاضی اشکال   
 قسمت قبل ر دیتفاضللات د که در معامتغیريجملات . لی براي حل آنها بودکهاي  فرمول

 اشکال دیگري را در این قسمت .دنباش هاي خوبی براي حل اینگونه مسائل می آورده شدند مثال
 بطور کلی .باشند  با جملات متغیر مییتفاضلهائی براي حل معادلات  کنیم که تمرین میسی ربر

شود و از آن تعداد  هاي پیاپی آن آزمایش می تفاضلهمانند قبل در حل اینگونه معادلات 
اگر . آید باشد بدست می متغیر لازم میجمله  با توجه به یتفاضلبراي حل معادله که پارامترهائی 
   :به شکل زیر تبدیل خواهد شد) 82 (یتفاضل معادله f(t)=cMt+dtKداشته باشیم 

yt= a1yt+1 + a2yt+2 +…+ anyt+n+ cMt+ dtK                                                                                           )90(  
اب خاص همانطور وآید؟ براي پیدا کردن ج  چگونه بدست مییدر این حالت جواب آزمایش

  . آوریم بدست میهاي پیاپی جملات متغیر را  تفاضلکه گفته شد 
∆(cMt+ dtK) = ∆(cMt) + ∆(dtk) 
∆2(cMt+ dtK) = ∆2(cMt) + ∆2(dtK) 
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
∆K(cMt+dtK) = ∆K(cMt)+ ∆K(dtK) 

هاي آنان  تفاضلبا مجموع شد تمام مراتب برابر   مجموع دو جمله متغیر درتفاضلبدین ترتیب 
) 2-1-9(و ) 1-1-9(هاي  توان با استفاده از قسمت  پس جواب آزمایشی را می.در همان مرتبه
   :بدین ترتیب جواب آزمایشی  برابر خواهد بود با. بدست آورد

yt= (BM t) +(B0+B1t+…+ BKtK)                                                                        )91(   

ذکر تلازم به . گردد شود و بسط آن به خواننده واگذار می ري میتوضیح این مطلب خوددااز 
 نشود جواب BKو ...  و B1 و B0 فوق موفق به پیدا کردن مقادیر یاست که اگر جواب آزمایش
   :ضرب شود t بریم به این صورت که جواب فوق در آزمایش بعدي را بکار می
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yt= t[BMt+ B0+ B1t +…+ BKtK]                                                                         )92(  
  : توان تکرار نمود  میtهاي بالاتري از  با تواننیز مراحل بعد   این عمل را در،در صورت شکست

yt= t2 [BMt+ B0+ B1t+ …+ BKtK]                                                                      )94(  
   .خرالی آ

  c0tK +c1tK-1+…+cK  جملات متغیر -9-1-4
 cKو... وc0 و K که f(t)=c0tK+c1tK-1+…+cK را در نظر بگیرید که در آن )82(معادله   

   : شکل زیر را خواهد داشتیتفاضلمعادله . باشد  عدد صحیح میKاعداد ثابتی هستند و 
yt= a1yt+1+…+anyt+n+ c0tK+c1tK-1+…+cK                                                            )94(  

   :خواهد بود به عبارت دیگر) 86( در این حالت همانند یجواب آزمایش
yt= B0+ B1t+B2t2+…+ BKtK                                                                                )95(  

سمت راست عبارت توان  مییم د نشBKو..  و B0هائی براي  چنانچه مجدداً موفق به یافتن جواب
  . اقدام نمود BKو ..  و B0مجدداً براي محاسبه ضرائب    ضرب کرد وtائی از ه یا توانtفوق را در 

   3-9مثال 
شـکل زیـر    باشـد بـه   n=1وقتی ) 82 (یتفاضل معادله f(t)=d0+d1t+d2t2: اگر داشته باشیم   

  yt= ayt+1+d0+d1t+d2t2                                                                              :تبدیل خواهد شد
   :کنیم هاي مختلف را ارزیابی می تفاضل آید؟ جواب خاص چگونه بدست می

∆ (d0+d1t+d2t2) = 0+∆(d1t)+∆(d2t2)=d1(t+1)-d1(t)+d2(t+1)2-d2(t)t= d1+d2+2td2 
∆2(d0+d1t+d2t2) = ∆(d1+d2+2td2)= 2d2(t+1)–2d2(t)= 2d2 
∆3(d0+d1t+d2t2) = ∆(2d2) = 0 

 و t , t2هاي مختلف و خود قسمت جملات متغیر داراي جملاتی نظیـر   تفاضلبدین ترتیب چون 
  .  خواهد بودctMمتغیر جملۀ  براي آنها نظیر یب آزمایشاعدد ثابت دارند جو

yt= B0+ B1t+ B2t2 
  yt+1=B0+B1(t+1)+B2(t+1)2=B0+B1+B2+(B1+2B2)t+B2t2       :توانیم همچنین بنویسیم می

   : مسئله داریمصورت در یبا جایگزین
B0+B1t+B2t2 – a[B0+B1+B2+(B1+2B2)t+B2t2] = d0+d1t+d2t2 
B0-a(B0+B1+B2) + [B1-a(B1+2B2)]t + B2(1-a)t2 = d0+d1t+d2t2 

   :شود  پیدا میB2 و B1 و B0هاي همدرجه در چپ و راست مقادیر tئب با مساوي قرار دادن ضرا
B0-a(B0+B1+B2)=d0                        B1-a(B1+2B2)=d1                              B2(1-a)=d2 
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  :  برابرند باB2, B1, B0 باشد مقادیر a¹1اگر 

0

0
2

2
211

0 )1(
1)1(

2)1(

g
a

d
a

da
a

daada
B =

−

+







−
+








−

+−

=             a¹1 

12
21

1 )1(
2)1( g

a
adadB =

−
+−

=     2
2

2 1
g

a
dB =
−

=  

 yp=g0+g1t+g2t2:                                                             باپس جواب خاص برابر خواهد بود

 . اده شد بکار بردفکه است) 86(را بجاي نظیر ) 89(و ) 88( هاي نظیر باید جواب  باشدa=1اگر 

  cMt+c0tK+c1tK-1+…+cKجملات متغیر  -9-1-5

   : باشد یا به عبارت دیگر داشته باشیمcMt+c0tK+c1tK-1+…+cKبرابر ) 82( در f(t)اگر   
yt= a1yt+1+…+ anyt+n + cMt+c0tK+c1tK-1+…+ cK                                                  )96(  

   :و یا به عبارت دیگر. خواهد بود) 91( معادل یجواب آزمایش
yt= (BMt) + (B0+ B1t+…+ Bktk)                                                                        )97(  

  4-9مثال 
  . را پیدا کنیدyt+2- 6yt+1+ 8yt= 3t2 +2-5(3)t یتفاضلجواب خاص معادله 

 نظـر ر  زیـر را د ی در سـمت راسـت معادلـه فـوق جـواب آزمایـش             3t2+2نومیـال     پولی هبا توجه ب  
   B0+B1t+B2t2                                                   :                                                     گیریم می

جـواب  . گیـریم   در نظـر مـی  ی را بـراي جـواب آزمایـش   B(3)t عبـارت   t(3)5-با توجـه بـه جملـه   
  yt= B(3)t+B0+B1t+B2t2                                                 :   شکل خواهد شداین  به یآزمایش
  . دهیم  قرار مییتفاضل را نیز حساب کرده و در معادله yt+2 و yt+1مقادیر 

yt+2-6yt+1+ 8yt= B2(t+2)2+ B1(t+2)+ B0+ B(3)t+2 
-6[B2(t+1)2+B1(t+1)+B0+B(3)t+1] +8[B2t2+ B1t+ B0+ B(3)t] 
= 3B2t+ (3B1- 8B2)t+ 3B0 - 4B1- 2B2 – B(3)t 

   : شود باید داشته باشیمیتفاضلچون عبارت فوق باید معادل سمت راست معادله 
3t2+ 2- 5(3)t= 3B2t2+3B2t2+ (3B1- 8B2)t+ 3B0- 4B1- 2B2- B(3)t 

   :ضرائب جملات نظیر به هم را مساوي قرار داده
3B2= 3    B= 5 
3B1- 8B2= 0    ==>  B0= 44/9 
3B0- 4B1- 2B2= 2    ==>    B1= 8/3         
B= 5     B2= 1 
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t:                                            جواب خاص برابر خواهد بود با
p tty )3(5

9
44

3
82 +++=   

  cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK)جملات متغیر  -9-1-6

   :اشیمباشد و یا بعبارت دیگر داشته ب cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK) برابر با )82( در f(t)اگر 
yt= a1yt+1+…+anyt+n +cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK)                                                   )98(  

  :توان امتحان نمود را میزیر  یجواب آزمایش
yt= BMt(B0+B1t +…+ BKtK)                                                                              )99(  

c1M1جملات متغیر  -9-1-7
t+…+cKMK

t  

c1M1 برابر با )82( در f(t)اگر   
t+…+cKMK

t ر به شکل زیر ظن  موردیتفاضل باشد معادله
yt= anyt+1 +…+ anyt+n+ c1M1                                                   :خواهد بود

t + …+ cKMK
t  

yt= B1M1          :کنیم یمي جواب خاص امتحان ا را برروبرو یجواب آزمایش
t +…+ BKMK

t  
  5-9مثال 

  .  را حل کنیدyt+2 – 4yt+1+ 4yt= 3(2)t+ 5(4)t یتفاضلمعادله 
به عبارت .  خواهد بودx2- 4x + 4= 0 براي جواب مکمل برابر قوفمعادله کرکتریستیک معادله 

  x'= x"= 2                                                                                                                   :دیگر
yc= c12t+ c2t2 :                        ستند جواب مکمل برابر خواهد بود باهها مضاعف  چون ریشه

t  

 جواب تفاضلی در سمت راست معادله t(2)3براي بدست آوردن جواب خاص با توجه به جمله     
 tوجـود دارد آنـرا در    yc چون ایـن جملـه در جـواب مکمـل        .کنیم  می  را انتخاب  B12tآزمایش  

 ی جـواب آزمایـش  t(4)5 در ارتبـاط بـا جملـه    .B1t2(2)tشود    می ی جواب آزمایش  .کنیم ضرب می 
B2(4)tبرابر خواهد بود بایپس بطور کلی جواب آزمایش. بریم  را نیز بکار می :   

yt= B1t2(2)t+ B2(4)t 
   :کنیم  جایگزین مییتفاضله این معادله را در معادل

yt+2–4yt+1+4yt=  
B1(t+2)2(2)t+2 + B2(4)t+2 -4[B1(t+1)2(2)t+1+B2(4)t+1]+4 [B1(t)2(2)t+B2(4)t]= 
8B12t + 4B2(4)t 

 8B1(2)t + 4B2(4)t= 3(2)t+5(4)t                                                          :پس باید داشته باشیم

B1= 
8
3

, B2= 
4
5

 که                                                                                                         
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yt= c1(2)t +c2t (2)t +(
8
3

)t2 (2)t + (
4
5

) (4)t           برابر خواهد بود باومیواب عمپس ج :      

yt= c1(2)t +c2t (2)t+ 3t2 (2)t-3+ 5(4)t-1                                                                                                               یا 
      t α M Sin یاt αM Cos جمله متغیر -9-1-8

   :یا به عبارت دیگرباشد  t αM Cosیا  t α M Sin )82( در معادله f(t)اگر 
yt= a1yt+1 +…+ anyt+n + M Sinα t 
yt= a1yt+1 +…+ anyt+n + M Cosα t                                                                   )100(  

   :زیر در نظر گرفت توان به شکل  را مییجواب آزمایش
yt = A Cosα t + B Sinα t                                                                                )101(  

    t αct Sinیاt α ct Cosجمله متغیر -9-1-9
   : یا به عبارت دیگر t αct Sinیاtα ct Cos با   برابر باشد)82( در f(t)اگر  

yt= a1tt+1 +…+ anyt+n + ct Cosα t 
yt= a1tt+1 +…+ anyt+n + ct Sinα t                                                                      )102(  

  :توان به شکل زیر در نظرگرفت جواب آزمایش را می
yt= ct(A Cosα t + B Sinα t)                                                                            )103(  

  بحث در روش ضرائب مجهول  -9-1-10
هاي قبلی توضیح دادیم روش  روشهائی را که براي پیدا کردن جواب خاص در قسمت

 وجود f(t)اي که در تابع  روش کلی به این شکل بود که در ازاء هر جمله. ضرائب مجهول بود
 درون معادله یت مجهول که با جایگزینباثداشت یک جواب آزمایشی شامل تعدادي ضرائب 

هاي   بعضی جوابیدیدیم که در شرایط خاص. دادیم شدند را تشکیل می  پیدا مییتفاضل
توانستند به ازاء مقادیر خاص ضرائب مجهول معادله  ند و نمیدخور آزمایشی شکست می

نظر  یا جمله مورد را در جواب آزمایشی t در این حالت توانی از .نند را برآورده کیتفاضل
بطور کلی این . یمدموزآ  مییتفاضلکردیم و مجدداً آنرا در معادله   ضرب مییجواب آزمایش
هاي فوق جواب آزمایشی باید  توان بدین شکل مطرح نمود که در کلیه حالت مسئله را می

 یاگر چنین بود جواب آزمایش. ابع مکمل نباشدطوري انتخاب شود که جملات آن در ت
 مکمل بود ع تابملات مشابه یکی از جیاي از جواب آزمایش اگر هر جمله. خورد شکست می
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این توان باید به اندازه کافی بزرگ .  ضرب کردt آن جمله را در توانی صحیح و مثبت از باید
د که مشابه آن جمله درون تابع اي نباش  جدید محتوي جملهیمجدداً جواب آزمایشکه باشد 

  . مکمل وجود داشته باشد
  10تمرین 

  . معادلات زیر را با استفاده از روش ضرائب مجهول حل کنید-1
1:  yt+2 – 3yt+1+ 2yt = 4t                                                          2:  yt+2- 4yt+1+ 4yt= t2 
3:  4yt+2+ yt= 2t2- 5t+3                                    4:  yt+1- yt= t           y0= 1 
5:  yt+2+ 2yt+1+ yt= t+2t                                                           6:  yt+2 – 8yt+1+ 16yt= 3(4)t 
7:  2yt+2- 3yt+1+ yt= t2 – 4t+3                            8:  yt+2+ 4yt= 5(-3)t+ 10t 
9:  yt+2 – yt=(1/3)t                                                                       10: yt=2 + yt= 4 Cos 2t 
11:  yt+3 – 6yt+2 + 11yt+1–6yt=4t+3(2)t-5t                 12: yt+4 – 16yt= t2 – 5t+2 – 4(3)t 
13:  yt+3 + yt= 2t Cos 3t                                  14:  3yt+4 – 4yt+2 + yt = 3t (t-1) 

  .  حل کنیدb , a را براي تمام مقادیر yt+1– ayt= b یتفاضلمعادله  -2
  روش استفاده از اپراتورها  -9-2

  :توان با استفاده از اپراتور انتقال به شکل زیر نوشت  خطی را مییتفاضلمعادلات   
)()( tfyE t =φ                                                                                                )104(  

   :نویسیم  را به شکل زیر می)82(براي مثال معادله . باشد  میE تابعی از اپراتور Eφ)(که
anyt+n+…+ a2yt+2+ a1yt+1+a0yt= f(t)                                                                  )105(  

   :توان عیناً به شکل زیر نوشت معادله فوق را می
(anEn+ …+ a2E2+ a1E+ a0)yt= f(t)                                                                    )106(  

   :تعریف شده است) 104( در Eφ)(به عنوان ) 106(که پرانتز سمت چپ 
)(Eφ = anEn + an-1En-1 +…+ a2E2+ a1E+ a0                                                      )107(  

توان به   انتقال میورپراتا را با استفاده از 6yt+3–15yt+2+8yt+1+4yt=0 یتفاضلبراي مثال معادله 
  yt= 0 (6E3- 15E2+ 8E+4)                                                                       : شکل زیر نوشت

حال اپراتور 
)(

1
Eφ

  : کنیم بدین شکل  تعریف میEφ)( را به عنوان معکوس 

)(
1
Eφ

f(t)= U ,     )(Eφ U=f(t)                                                                        )108(  
) 105( داراي ثابت دلخواه نیست و بنابراین جواب خاص معادلۀ Uفرض خواهیم کرد که 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 85    ثبات پویاي تعادل

  

اپراتور . باشد می
)(

1
Eφ

  :توان نوشت  میf(t) براي تابعباشد   یک اپراتور خطی می

)(
1
Eφ

f1(t)= U1 , )(
1
Eφ

f2(t)= U2 

)(Eφ U1= f1(t) , )(Eφ U2= f2(t)                                     توان نوشت می) 108(بر اساس:  
  Eφ)( f1(t)+f2(t) = [U1+U2]           :توانیم بنویسیم یک اپراتور خطی است می Eφ)(چون 

)(
1
Eφ

[f1(t) + f2(t)]= U1+ U2                                                                              پس:  

)(
1
Eφ

[f1(t) +f2(t)]= 
)(

1
Eφ

f1(t) + 
)(

1
Eφ

f2(t)                                                     و یا:  
   :توانیم بنویسیم  میf(t) براي تابع مقدار ثابت غیرصفر باشد αاز طرفی اگر 

)(
1
Eφ

α f(t)= U     ==>    )(Eφ U= α f(t)                                              

f(t)=                                                                   :کنیم  تقسیم میαدو طرف را بر
α
U)(Eφ     

)(
1
Eφ

f(t)= 
α
U

      ==>    α
)(

1
Eφ

f(t)=U                                                             یا  

)(
1
Eφ

α f(t) = U = α 
)(

1
Eφ

f(t)                                                                           پس 

گیریم که پس نتیجه می
)(

1
Eφ

معرفی چنین اپراتوري در مواقعی که  . یک اپراتور خطی است
f(t) مورد استفاده دتوان  مییتفاضل اشکال خاصی را دارد در پیدا کردن جواب خاص معادلات 

  . پردازیم د نمونه میحال به ذکر چن. واقع شود
  tMcجملات متغیر  -9-2-1

توانیم از روش فوق براي بدست   باشد میcMt برابر با f(t)مقدار ) 105(اگر در معادله 
توانیم نشان   می.در نظر بگیرید) 107( را همانند Eφ)(. آوردن جواب خاص استفاده کنیم

   cMt)(MφcMt= )(Eφ                                                                            :           دهیم که
EMt= Mt+1= M.Mt ,  E2Mt= Mt+2= M2.Mt    ,...,  EnMt= Mt+n = Mn.Mt                       زیرا:  

)(Eφ Mt= (anEn+ an-1En-1+…+a0)Mt = (anMn+ an-1Mn-1+…+a0)Mt= )(Mφ Mt  پس:  
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  :  بابرابر خواهد بود) 104 (یتفاضلجواب خاص معادله 

yp= 
)(

1
Eφ

cMt= 
)(

1
Mφ

cMt   , )(Mφ ¹0                                                        )109(  

 و Eφ)(بودن اپراتورو خطی زیرا از روابط فوق 
)(

1
Eφ

  : واضح است که
 )(Eφ cMt= )(Mφ cMt 

  .آید بدست می) 109(و رابطه 
  6-9مثال 

  .  را پیدا کنیدyt+2- 2yt+1+ 5yt= 2(3)t- 4(7)t یتفاضلجواب خاص معادله 
 yt= 2(3)t – 4(7)t (E2- 2E+5) :                                توان به شکل زیر نوشت معادله زیر را می

   :آید جواب خاص از رابطه زیر بدست می

yp = 
52

1
2 +− EE

[2(3)6 – 4(7)t] = 
52

2
2 +− EE

3t - 
52

4
2 +− EE

7t 

    = 
5)3(23

2
2 +−

 3t - 
5)7(27

4
2 +−

7t = 
4
3t

- 
10
7 t

 

  . شود استفاده نمود  توضیح داده می4-2-9 باشد باید از روشی که در قسمت Mφ)(0= چنانچه
 ضرب شده باشد با توجـه  F(t) مانند t در تابع دیگري از Mtحال توجه کنید که اگر جمله متغیر     

   :نیز برقرار خواهد بودزیر عبارت ) 107(و ) 105(به 
)(Eφ [MtF(t)]= Mt )(MEφ F(t)                                                                      )110(  

EMt F(t)= Mt+1 F(t+1)= Mt [MEF(t)]                                        توانیم بنویسیم زیرا می:  

E2MtF(t)= Mt+2 F(t+2)= Mt [M2E2F(t)] 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
EnMtF(t)= Mt+n F(t+n)= Mt [MnEnF(t)] 

   :پس
)(Eφ [Mt F(t)]= (anEn+ an-1En-1 + …+ a0) [MtF(t)]                                                   

                        = Mt [an (ME)n + an-1(ME)n-1 + …+ a0] F(t) = Mt )(MEφ F(t) 
   : و همچنین مقدار زیر نیز برقرار خواهد بود.شود اثبات می) 110(و 

)(
1
Eφ

Mt F(t)= Mt

)(
1
MEφ

F(t)                                                                       )111(  
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G(t)= 
)(

1
MEφ

 F(t)                                                                        زیرا اگر قرار دهیم:  

)(MEφ G(t)= F(t)                                                                                       و بنابر آن 
)(Eφ [MtG(t)]= Mt )(MEφ G(t)= Mt F(t)         توان نوشت می) 110(با استفاده از رابطه:  

 
)(

1
Eφ

MtF(t)= MtG(t)= Mt 
)(

1
MEφ

F(t)                                               بدین ترتیب:  
  7-9مثال 

  .  را بدست آوریدyt+2- 4yt+1+ 4yt= 2t یتفاضلجواب خاص معادله 
 yt= 2t (E2 – 4E+4):                                                      نویسیم شکل میاین معادله فوق را به 

yp=
44

1
2 +− EE

2t=
4)2(42

2
2 +−

t

=
0
2 t

:  برابر خواهد بود با) 109(جواب خاص با استفاده از    

 در ایـن . نـیم ک پـس بایـد از روش دیگـري اسـتفاده     .مساوي صـفر اسـت   φ)2(ولی مخرج کسر  
) 111( با استفاده از .M=2 , F(t)=1 قرار دهید .کنیم استفاده می) 111(و ) 110( روابط زحالت ا

   :توان نوشت می

yp= 
)(

1
Eφ

 2t = 2t 
)2(

1
Eφ

 (1)= 2t 
4)2(4)2(

1
2 +− EE

(1)= 2t 
484

1
2 +− EE

(1) 

= 2t 
4)1(8)1(4

1
2 +∆+−∆+

(1)= 2t 24
1
∆

(1)= 
4
2 t

1−∆ [ 1−∆ (1)] 

= 
4
2 t

1−∆ [t(1)]= 
4
2 t

 
2

)2(t
= 

8
2)1( ttt −

 

   tαt , Sinα Cos جملات متغیر -9-2-2
توان از روش بحث شده   باشد میtαt , Sinα Cos مساوي) 105( در معادله f(t)اگر   

  : توان نوشت زیرا می. براي بدست آوردن جواب خاص استفاده نمود) 109(در قبل از رابطه 

Sin α t= 
i
ee titi

2

αα −−
,     Cos α t=

2

titi ee αα −+
                                           )112(  

مقادیر . استنپر  عدد e= 2.718 و i=−1که 
2

tie α

 و 
2

tie α−

 و 
2

tie α−

 همگی از −
 اگر .توان آنها را همانند روش قبل مورد استفاده قرار داد باشند که می  میcMtشکل جمله متغیر 
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f(t)= Sin(αt)  باشد جواب خاص به شکل زیر است:   

yp= )(
1
Eφ i2

1
[eiαt-e-iαt]=

)(
1
Eφ i2

1
[(eiα)t-(e-iα)t]=

)(
1
Eφ i2

1
[(eiα)t]-

)(
1
Eφ i2

1
[(e-iα)t] 

= 
)(

1
αφ ie

(
i2

1
) [(eiα)t]- 

)(
1

αφ ie− i2
1

[(e -iα)t]= 
i2

1
{

)()( ee i

ti

i

ti ee
α

α

α

α

φφ
−

−

− }           )113(  

   :توان جواب خاص زیر را نوشت  میf(t)= Cosα tهمینطور براي 

yp= 
2
1

{
)()( ee i

ti

i

ti ee
α

α

α

α

φφ −

−

+ }                                                                            )114(  

  c0tK+ c1tK-1+…+cKجملات متغیر  -9-2-3
  :  باشدt بر حسب Kنومیال از درجه  یک پولی) 104( در معادله f(t)اگر   

f(t)= p(t)= c0tK+c1tK-1+…+cK  

  :بر خواهد بود بااجواب خاص بر

yp= 
)(

1
Eφ

p(t) = 
)1(

1
∆+φ

p(k)= (b0+b1∆+…+ bK∆K+…)P(t)                        )115(  
   .صفر است ∆Kط داخل پرانتز سمت راست بعد از س بΔK+1P(t)= 0باید توجه کرد از آنجائیکه 

   8-9مثال 
  .  را پیدا کنیدyt= 3t2+ 2 (E2- 6E+ 8) یتفاضلجواب خاص معادله 
   :به این شکل بدست آوریم) 115(جواب خاص را طبق 

yp=
86

1
2 +− EE

(3t2+2)=
8 )6(1 -)1(

1
2 +∆+∆+

(3t2+2)= 243
1

∆+∆−
(3t2+2) 

= )
3
1(

)
3
1

3
4(1

1
2∆−∆−

(3t2+2)=
3
1

[1+ )
3
1

3
4( 2∆−∆ + 22 )

3
1

3
4( ∆−∆ +…](3t2+2) 

=
3
1

[1+ ...
9
13

3
4 2 +∆+∆ ](3t2+2)=

3
1

[3t2+2]+ ∆
9
4

[3t(2)+3t(1)+2]+ 2

27
13

∆ [3t(2)+3t(1)+2] 

= 
3
1

[3t2+2] + 
9
4

(6t(1)+ 3)+ 
27
13

[6]= t2+ t
3
8

+ 
9
44

 

   cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK) متغیر جملات -9-2-4
  :  باشدcMtدر   ضربt بر حسب Kنومیال از درجه  یک پولی) 104( در معادله f(t)اگر   

f(t)= cMtp(t)= Mt(c0tK+c1tK-1+…+cK) 
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  :جواب خاص برابرخواهد بود با

yp= 
)(

1
Eφ

cMtp(t)= cMt 
)(

1
MEφ

P(t)                                                             )116(  

yp= cMt 
)1((

1
∆+Mφ

p(t)        بریم بکار می) 115(حال روش بیان شده در قبل را از رابطه:  

  . نیز برقرار است p(t) بجاي F(t)این نتیجه براي هر تابع 
   11تمرین 

  :را با استفاده از روش اپراتور حل کنید ی زیرتفاضلمعادلات  -1
1-   yt+2- 3yt+1+ 2yt= 4(3)t- 2(5)t                               2-   yt+2+ 4yt+1+ 4yt= t2- 3t + 5 
3-   3yt+2- 8yt+1- 3yt= 3t- 2t+1                      4-   yt+2 - 8yt+1+ 16yt= 3(4)t- 5(-2)t 
5-   2yt+2- 2yt+1+ yt= t3- 4t+ 5t                      6-   yt+2- 4yt+1+ 4yt= t2(2)t 
7-   yt+3 - 3yt+2 + 3yt+1 - yt= 2t+4-3t-1             8-   yt+4- 16yt= 3t+ 2t+ 3t 

  :نشان دهید که -2

1-   
)(

1
Eφ

Cos tθ = Re












)(ei

ite
θ

θ

φ
             2-   

)(
1
Eφ

 Sin tθ  = IM












)(ei

ite
θ

θ

φ
 

Re و IMباشد  یک عبارت مختلط میوهومیهاي حقیقی و م  مشخص کننده قسمت .  
  . را حل کنیدyt+2+ 4yt+1- 12yt= 5Cos (πt/3) تفاضل معادله 2با استفاده از مسئله  -3

 f(t)اولاً مقدار  -4
aE −

   :شان دهید که را تعیین کنید ثانیاً ن1

)
2

1
4

1(
2
1

−
−

− EE
 = 

86
1

2 +− EE
 

 yt+2- 6yt+1+ 8yt= t2+ 3t                            . را حل کنیدروبروو با استفاده از اولاً و ثانیاً معادله 

  : توان معادله زیر را حل نمود نشان دهید که چگونه با استفاده از روش اپراتور می -5
(E-1)2 (E+2) (E-3)yt= t2-3t+5+3t 

 :                                  را حل کنید2 yt= 2t-3(E2+1)معادله  -6

  .  را بترتیب شماره با روش اپراتور حل کنید14 تا 1هاي   شماره1 از مسئله 10تمرین  -7
  روش تغییر پارامترها  -9-3

 به عبارت .کنیم  اول تابع مکمل را پیدا میدر این روش. را مدنظر بگیرید) 104 (یتفاضلمعادله 
  : آوریم دیگر جواب عمومی معادله همگن زیر را بدست می
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)(Eφ  yt= 0                                                                                                      )118(  
  زیر است فرض کنید جواب مربوطه به شکل 

yt= c1u1+ c2u2+ …+ cnun                                                                                               )119(  
 جایگزین K1 , K2 ,…, Kn چون tاز را با توابعی  c1, c2 , … , cnهاي دلخواه  سپس ثابت

  که کنیم و سعی بر یافتن آنها به شکلی داریم  می
yt= K1u1+K2+ …+ Knun                                                                                   )120(  

  شرط داریم یکی از اینn احتیاج به K1 , K2 , …, Kn براي یافتن. را برقرار نماید) 104(معادله 
این شروط . ر شودات که باید برقر شرط دلخواه اس8-1باقیمانده . باشد) 104(تواند  شروط می

این . دن ممکن ساده نمایدح اترا  ∆..., yt , ∆2ytشوند که عبارات  معمولاً طوري انتخاب می
   :آیند معادلات به طریق زیر بدست می

u1∆K1+ u2∆K2 +…+ un∆Kn= 0 
(∆u1) ∆K1+ (∆u2) ∆K2+ …+ (∆un) ∆Kn= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
(∆n-2u1) ∆K1+ (∆n-1u2) ∆K2+ …+ (∆n-2un) ∆Kn= 0 
(∆n-1u1) ∆K1+ (∆n-1u2) ∆K2+ …+ (∆n-1un) ∆Kn= f(t) 

 حل نمود و بدین ترتیب ∆K1 , ∆K2 , …, ∆Knتوان براي  دستگاه معادلات فوق را می
K1,K2,…,Kn یبا جایگزین. را بدست آورد K1,K2,…,Kn  یتفاضل معادله جواب) 120(در 

) 121(دلات ا ضرائب دستگاه معنرمیناتنکته قابل توجه این است که باید د. بدست خواهد آمد
  . اي زیر توجه کنیدیضاقبراي توضیح مطلب به . غیرصفر باشد

  )کازوراتی (18قضیه 
ترمینـان زیـر   دتقل خطی هستند اگر فقـط اگـر   س مf1(t) و f2(t)و ..  و   fn(t)مجموعه توابع     

  . لف صفر باشدامخ

0

)1()1()1(

)1()1(2)1(
)0()0()0(

21

1

21

≠

−−− nfnfnf

fff
fff

n

n

n

L

MMMM

L

L

                                                        )122(  
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  ثابـت nنـامیم اگـر بتـوانیم      را وابـسته خطـی مـی   f1(t) و  f2(t)و  ..  و   fn(t) تـابع    nمجموعه  : اثبات
A1,A2,…,Anطوریکهبد را پیدا کنیم ن که همگی آنها صفر نباش :  

A1f1(t)+ A2f2(t)+ …+ An(t)= 0 
 مستقل خطی هستند اگر رابطـه فـوق در صـورت     f1(t) و   f2(t)و  ..  و   fn(t)به عبارت دیگر توابع       

A1=A2=…=An=0با گذاشتن مقدار .  برقرار باشدt= 0,…,n-1     دسـتگاه معـادلات همگـن زیـر 
  : آید بدست می

A1f1(0) + A2f2(0)+ …+ Anfn(0)= 0 
A1f1(1) + A2f2(1)+ …+ Anfn(1)= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
A1f1(n-1)+ A2f2(n-1)+ …+ Anfn(n-1)= 0 

فقط اگـر  و  ه اگر   ک است   A1=A2=…=An=0فوق وقتی داراي جواب     همگن  دستگاه معادلات   
  . برقرار باشد) 122(شرط 
  ) اصل و انطباق (19قضیه

 باشـند جـواب   )nاز مرتبـۀ   ()118(طی معادله    جواب مستقل خ   f1(t) و f2(t)و...و fn(t) اگر  
  به عبارت دیگر .  جواب استnعمومی یک ترکیب خطی از این 

yt= c1f1(t)+ c2f2(t)+…+ cnfn(t)                                                                          )123(  
  . باشند هاي خاص می دیگر جواب بعبارت .هستند از آن یهاي دیگر حالات خاص و تمام جواب

ترمینـان ضـرائب ایـن دسـتگاه مـساوي کـازوراتی            د). 121(گردیم به دسـتگاه      حال برمی   
 u1,u2,…,unدر صورتی که که   )شود ه گذشته می  نندعمده خوا  اثبات به (باشد   دستگاه مزبور می  

  . مستقل خطی باشند مخالف صفر است) 120(در معادله 
  9-9مثال 

  .  را حل کنیدyt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2 تفاضلمعادله 
 .c12t+c23tبرابر است با که آوریم   را بدست میyt+2 – 5yt+1+ 6yt= 0 تابع مکمل معادله همگن

   yt=K12t+K23t:             کامل داراي جواب عمومی زیر استیتفاضلکنیم که معادله  فرض می
  :مکنی می مقدار زیر را حساب . هستند که باید تعیین شوندt توابعی از K2 , K1که 

Dyt= K12t+ 2t+1DK1+ (2) 3tK2+ 3t+1K2 
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ر ظ ـ فـوق در ن yt یکی از آنهـا را جـواب عمـومی    .لازم داریم K2 , K1دو شرط براي پیدا کردن 
صـفر بـودن دو جملـه از رابطـه       شرط دیگر را که مختار به انتخاب دلخواه آن هـستیم     .گیریم می

  2t+1DK1+3t+1DK2= 0                                                 :ارت دیگر به عب.گیریم فوق در نظر می
   Dyt= 2tK1+ 2(3)tK2:                                                               نویسیم  را میyt  Dپس مجدداً 

   D2yt= 2tK1+ 2t+1DK1+ 4(3)tK2+ 2(3)t+1DK2:                          گرفتن مجدد از آن تفاضلبا  
  yt= t2(E2- 5E+6)                               :نویسیم  صورت مسئله را به این شکل مییتفاضلمعادله 

  yt= t2(D2- 3D+2)                                      :دهیم  را قرار میD+1 مقدار مساوي آن Eبه جاي  
  DK1+ 2(3)t+1DK2= t2 (t+1)2                :دهیم  فوق قرار میرا در معادله D2ytو  Dyt  وyt مقادیر

   : معادله زیر بدست آوریموداز  را K2 , K1حال باید مقادیر 
2t+1 DK1+ 3(t+1) DK2= 0 
2t+1 DK1+ 2(3)(t+1) DK2= t2 

DK1= 
12

2

+
−
t

t
 ,         DK2= 1

2

3 +t

t
:با حل دستگاه فوق خواهیم داشت                                  

K1= -D-1 ( 1

2

2 +t
t

)              K2= -D-1 ( 1

2

3 +t
t

:برابرخواهند بود با                   (  K2 , K1مقادیر  
  1D- یـا  å یکـی اسـتفاده از اپراتـور    .توان از دو طریق محاسـبه نمـود      را می  K2و   K1حال مقادیر   

. کنـیم  در اینجا از روش اپراتور استفاده می   ). 111(است و یکی روش اپراتور با استفاده از رابطه          
   :دهیم  را به شکل زیر بسط میK1مقدار 

K1= -
∆
1 ( 1

2

2 +t
t )= - )

2
(

1
1

1

2

+− t
t

E
= - )

2
()

2
1(

1
1 2t

E
t

−
= - )

2
(

1
2
1

1)
2
1(

2t

E

t

−
 

= - t)
2
1( )(

1
1 2t

E −
= t)

2
1(

∆−1
1 2)(t  

 و بسط t (2)+ t(1)= t(t-1)+t= t2 با توجه به تابع فاکتوریل
∆−1

   :توانیم بنویسیم  می1

K1= t)
2
1( (1+D+ D2+…)(t(2)+ t(1))= t)

2
1( ( t(2)+ t(1)+ 2t(1)+ 1+2)= t)

2
1( (t2+2t+3) 

   :آوریم  را به این شکل بدست میK2همچنین مقدار 

K2= 
∆
1

)
)3(

(
1

1)
)3(

( 1

2

1

2

++ −
= tt

t
E

t = )
3

(
1

3
1

1)
3
1()

3
()

3
1(

1
1 22 t

E

t
E

tt

−
=

−
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= )(
2

1)
3
1()(

3
1)

3
1( 23 tt

E
tt

−∆
=

−
= - )(

)
2

(1

2
1

)
3
1()(

2
1)

3
1( 232 ttt

∆
−

−=
∆−

 

22 ...])
2
1()

2
1(1[

2
1)

3
1( tt +∆+∆+−= = - 2

2
...]

42
1[

)3(2
1 tt +

∆
+

∆
+  

)]2(
4
1)12(

2
1[

)3(2
1 2 +++−= ttt = - ]1[

)3(2
1 2 ++ ttt  

 تفاضـل به ترتیب از تـابع فاکتوریـل و عمـل     K2 , K1  درt2هاي  تفاضلتوجه کنید براي محاسبه 
 دلخـواه   مقـدار ثابـت  و د K2 , K1 حال بـه مقـدار   . دادن هر دو راه استفاده شده استنبراي نشا

c2,c1به این ترتیب. کنیم  را اضافه می .  
K1= 1

2
2 )32(

2
1 ctt +++                      K2= - 2

2
2 )1(

)3(2
1 ctt +++  

  . دهیم  قرار میyt= K1(2)t+ K2(3)tاین مقادیر را در معادله 

yt= tt cttctt 3])1(
)3(2

1[2)])32(
2
1[ 2

2
31

2
2 +++−++++  

yt= c1(2)t+ c2(3)t+ 
2
5

2
3

2
1 2 ++ tt :یا                                                                          

  .توان با استفاده از مقادیر اولیه معین نمود  را میc2 , c1مقادیر 
  12تمرین 

  . معادلات زیر را با استفاده از روش تغییر پارامترها حل کنید -1
1-   yt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2                                             2-   yt+2 – 2yt+1+ yt= 3+ t+ 4t 
3-   4yt+2 – 4yt+1+ yt= 3/2t                                       4-   yt+2 + yt= 1/t 
5-   5yt+2 – 3yt+1 – 2yt = 3t+ (-2)t             6-   yt+2 – yt+1+ yt= 1/t! 

  .  را با روش تغییر پارامترها حل کنید9 تا 1هاي   مسئله یک شماره10 تمرین  از-2
  .  را با روش تغییر پارامترها حل کنید8 تا 1هاي  شماره  مسئله یک11از تمرین  -3
  yt+3 – 6yt+2 + 11yt+1 – 6yt = 5(2)t + t2    .معادله زیر را با روش تغییر پارامترها حل کنید -4
  هش مرتبه روش کا -9-4

توان با کاهش  را به شکل زیر بنویسیم می) 105(یا ) 104 (یتفاضلاگر بتوانیم معادله    
   : را حل نمودیتفاضلمرتبه معادله 

(E-r1)(E-r2) … (E-rn)yt= f(t)                                                                             )124(  
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  :دهیم قرار می
zt= (E-r2) … (E-rn)yt                                                                                                                                          )125(  

  :خواهیم داشت) 124(در ) 125(با جایگزین 
(E-r1)zt= f(t)                                                                                                    )126(  

   :نویسیم  اول معادله همگن را می.کنیم به این شکل عمل می) 126(براي پیدا کردن جواب 
(E-r1)zt= 0                                                                                                        )126(  

   :یا به عبارت دیگر
zt+1- r1zt= 0                                                                                                       )127(  

  . خواهیم داشتtهاي مختلف از صفر تا t پیاپی براي یبا جایگزین
z1= r1y0, z2= r1y1,…,zt-1= rzt-2 , zt= rzt-1 

zt= y0 r1                                                              .براین تابع مکمل به این شکل خواهد بودبنا
t 

zt= c0 r1                                                     :دهیم  قرار میc0را مساوي دلخواه ثابت  y0مقدار 
t  

   :کنیم پس  تعریف میK(t) چون t را به عنوان تابع دلخواهی از c0حال 
zt= K(t)r1

t                                                                                                                                                                      )128(  
 بدست zt پس مقدار . کامل برقرار باشدیفاضلت را طوري تعیین کنیم که معادله K(t)حال باید 

K(t+1) r1 :                      دهیم قرار می) 127 (یتفاضلآمده را در معادله 
t+1 – K(t)r1

t+1 = f(t)  
r1طرفین را بر 

t+1تقسیم کرده :                                               =DK(t) ))(( 1
1

+tr
tfK(t+1)- K(t)=  

))((                                                                               :              بدین ترتیب  1
1

+tr
tfK(t)= D-1  

∑                                                                                           :پس
−

=
+

+
1

1
1

1

)(t

p
p c

r
pf K(t)= 

   :خواهیم داشت) 128( در یبا جایگزین 

zt= r1
t t

t
tt

t

p
p cr

r
tfrrc

r
pf

11
1

1
11

1

1
1

1

))(()(
+∆=+ +

−
−

=
+∑                                                   )129(  

در یک ) 126(این جواب را از طریق دیگري با ضرب معادله . باشد می) 127(که جواب معادله 
   :نویسیم را به این شکل می) 126(ادله مع. توان بدست آورد مینیز عامل جمع مناسب 

zt+1 – r1zt= f(t)  
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r1دو طرف را بر 
t+1 1                                                       :کنیم  تقسیم می

11
1

1

1 )(
++

+ =− tt
t

t
t

r
tf

r
z

r
z  

1                                                              :توان نوشت به عبارت دیگر می
11

)()( +=∆ tt
t

r
tf

r
z  

∑
−

=
++

− +==∆
1

1
1

1
1

1

1

1

)())(()(
t

p
ptt

t c
r

pf
r

tf
r
z

:یا                                                                        

r1 طرفین در ضرببا 
t  آید مجدداً به دست می) 129(جواب .  

ه پیدا کردیم ک) 126( را براي معادله ztمقدار ) 124(گردیم به حل معادله  حال بر می   
 کامل با یتفاضل دوباره به یک معادله .دهیم قرار می) 125(این مقدار را در . باشد می) 129 (ابربر

یک معادله ) 126(و ) 125( همانند .باشد  میn-1جملات متغیر روبرو هستیم که داراي مرتبه 
دله ه این روش معامادبا ا. کنیم کنیم و آنرا به روش فوق حل می  جدید را تعریف مییتفاضل

    :خواهیم داشت) 125(در ) 129( از ztبه عبارت دیگر با قرار دادن . توان حل نمود را می) 124(

(E-r2) (E-r3) … (E-rn)yt = r1
t ∑

−

=
+ +

1

1
11

1

)(t

p

t
p cr

r
pf

                                                                                )130(  

 مجدداً براي متغیر جدیدي چون .است ولی با یک مرتبه کمتر) 124(ه معادله فوق شبیه به معادل
wtکنیم  تعریف می:   

Wt= (E-r3) …( E- rn) yt                                                                                    )131(  

(E-r2) wt= r1
t ∑

−

=
+

+
1

1
11

1

)(t

p

t
p cr

r
pf

:خواهیم داشت) 130(در ) 131 (یبا جایگزین                                        

  . حل خواهد شد) 126(که عیناً همانند 
  10-9مثال 

  .  را حل کنیدyt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2 تفاضلمعادله 
  yt= t2 (E2- 5E+6) :                                             نویسیم  میEمعادله فوق را بر حسب اپراتور 

 yt= t2(E-2)(E-3):                                                             کنیم  آنرا تجزیه به عوامل میسپس

 zt= (E-2)yt:                                                                                                   کنیم فرض می

 zt= t2(E-3)                                                                                    :    توان نوشت بنابراین می
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ztبه این شکل نوشت) 129(توان از رابطه   را می:                       t
t ct )3()

3
( 11

2
=

+
zt= (3)t D-1   

( مقدار8-2-1با استفاده از روش بحث شده در قسمت 
3

( 1

2

+t
tD-1معادله   را محاسبه نموده و در

 (t2+ t+1)                                     :  حاصل برابر است با.کنیم فوق جایگزین می
2
1

  zt= c13t-  

 (E-2)yt= c13t - 
2
1

(t2+ t+1)                                                                                 پس:  
  . نویسیم را به شکل زیر می ytرا بکار گرفته و ) 129(مجدداً روش فوق از معادله 

yt= 2tD-1 ]
3

)1(
2
13

[ 1

2
1

+

++−

t

t ttc
+ c22t 

tt:    توان بدست آورد که  می8-2-1با استفاده از قسمت 
t cctty 32

2
5

2
3

2
1

32
2 ++++=   

  13تمرین 
  .  را با استفاده از روش کاهش مرتبه حل کنید6و 5 و 4 هاي شماره 11تمرین    
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   خطی با ضرائب متغیر یتفاضلمعادلات  -10
  

در . ظر گرفتیم که ضرائب آنها اعداد ثابت بودندر ن خطی را دیتفاضلتابحال معادلات    
ه عبارت  ب.مورد اینگونه معادلات جواب عمومی برابر بود با مجموع تابع مکمل و جواب خاص

  :دیگر نشان دادیم که
yt= yc+ yp                                                                                                         )133(  

 t خود توابعی از a1,…,anضرائب ) 82(نظر همانند معادله مورد  خطی یتفاضلاگر در معادله 
  :ته باشیم به عبارت دیگر داش،باشند

yt= a1(t)yt+1+ a2(t)yt+2+…+an(t)yt+n+f(t)                                                           )134(  
توان از آن براي حل  صادق خواهد بود و همانند قبل می) 134(عیناً براي معادله ) 133(رابطه 

  . ه کردداستفچنین معادلاتی ا
  تبه اول با ضریب متغیر  خطی مریتفاضلمعادله  -10-1

   :توان به شکل زیر نوشت ب متغیر را میی خطی مرتبه اول با ضریتفاضلهر معادله   
yt+1 -a(t)yt= f(t)                                                                                                )135(  

   :کنیم  تابع مکمل بترتیب زیر عمل میخصولراي ب. توان جواب آنرا بدست آورد و همیشه می
yt+1= a(t)yt 
y1= a(0)y0 
y2= a(1) y1= a(0) a(1)y0 
y3= a(2) y2= a(0) a(1) a(2)y0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
yt= a(t-1) yt-1= a(0) a(1) … a(t-1)y0                                                                  )136(  

 دو f(t)در حالات کلی . خواهد بود) 136(معادلۀ برابر ) 135( باشد جواب معادله f(t)= 0 اگر

 »عامل جمع«را در ) 135(طرف معادله 
)()...2()1(

1
taaa

  : خواهیم داشت. کنیم  ضرب می

)()...2()1(
1

taaa
yt

−
+ - 

)()...2()1(
)(

)1()...2()1( taaa
tf

taaa
yt =

−
 

  :توان نوشت ت چپ معادلۀ فوق یک تفاضل است به عبارت دیگر میواضح است که سم
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)()...2()1(
)(

)1()...2()1( taaa
tf

taaa
yt =

−
∆  

[                      :به عبارت دیگر خواهیم داشت
)()...2()1(

)([]
)()...2()1(

[ 1

taaa
tf

taaa
yt −∆=  

نماید که قبلاً در بخش   در حالت پیوسته عمل میانتگرال همانند تابع اولیه یا 1D-اپراتور 
سمت راست  .قرار گرفت ثبحمورد اره شد و روش بدست آوردن آن اپراتورها به آن اش
  . باشد عدد دلخواه ثابت می cتوان به شکل زیر نوشت که  معادله فوق را می

∑
−

=

− +=∆
1

1

1

)()...2()1(
)(]

)()...2()1(
)([

t

p
c

paaa
pf

taaa
tf

 

   : پس خواهیم داشت. گرفتن از دو طرف معلوم استDدرستی رابطه فوق با 

c
taaa

pf
taaa

y t

p

t ∑
−

=

+=
−

1

1

]
)()...2()1(

)([]
)1()...2()1(

[  

   :یا به عبارت دیگر

yt= a(1)a(2)…a(t-1) 







∆−

)()...2()1(
)(1

paaa
pf

                                                   )137(  

yt= a(1)a(2)…a(t-1) ∑
−

=

1

1 )()...2()1(
)(t

p paaa
pf

+ c a(1) a(2)…a(t-1)                      )138(  

   1-10 مثال
  ). باشد فاکتوریل می! علامت . (کنید حل y0= 1 اولیه جواب با را !yt- tyt-1= t یتفاضل معادله

   :توان نوشت می) 137(با استفاده از 

yt-1= (1)(2)(3) …(t-1)D-1 ]
))...(3)(2)(1(

![
t

t
= (t-1)! D-1 ]

!
![

t
t

+ c(t-1)!= 

(t-1)! D-1[1]+ c(t-1)! = (t-1)! t+ c(t-1)! = t! + c(t-1)! 
  y0= 1= 1!+ c(0!)= 1+c                                             :بریم  بکار میرا y1= 1 اولیه شرط حال
  !yt-1= t                                                   :شود  می.دهیم  را در جواب عمومی قرار میc=0پس 

   خطی با مرتبه بیش از یک و ضرائب متغیر یتفاضلمعادلات  -10-2
به این . ا ضرائب متغیر همیشه بطور دقیق قابل حل نیستندبتب بالاتر  مرایتفاضلمعادلات    

ها  ترین روش چهار روش زیر از معمول. هاي خاص را باید براي آنان جستجو نمود علت راه حل
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 فصلهائی است که در  هاي مزبور اساساً همان روش روش. باشد براي حل اینگونه معادلات می
  . پردازیم هاي معمول در قالب چند مثال می  حال به توضیح روش.نهم مورد استفاده واقع شدند

  فاکتورگیري  از اپراتور  -10-2-1
ضرب عوامل و   را به صورت حاصلیتفاضلبر این است که معادله سعی در این روش    
  .  را به شکل زیر تبدیل کنیمیتفاضل به عبارت دیگر بتوانیم معادله . بنویسیمE  اپراتوربرحسب

(E-a(t))(E-b(t))… (E-u(t))= f(t)                                                                       )137(  
نظر  توان معادله مورد  و سپس استفاده روش کاهش مرتبه می a(t) , b(t) ,…, u(t)با پیدا کردن 
  . را حل نمود

  2-10مثال 
 y1=0,y2=1 آن را با شرطسید و جواب یبنو) 137(را به صورت زیر ی تفاضلاولاً معادله    

   yt+2 –(t+2) yt+1+ tyt= t:                                                                                 بدست آورید 
  yt= t [E2- (t+2) E+ t]                                                  :نویسیم معادله فوق را به شکل زیر می

b(t) و a(t)کنیم که معادله فوق به شکل زیر باشد  را چنان پیدا می        :  [E-a(t)][E-b(t)]yt=t  
کنیم و حاصل را در   سمت راست آن ضرب میytکروشه دوم را در    فوق  در سمت چپ معادله     
   :کنیم کروشه اول ضرب می

[E-a(t)] [yt+1- b(t)yt] = yt+2 – b(t+1) yt+1- a(t) (yt+1- b(t)yt)  
                                 = yt+2 – [a(t) + b(t+1)] yt+1 + a(t) b(t) yt                                  )138(  

  . توان نتیجه گرفت می. کنیم  صورت مسئله مقایسه مییتفاضلمقدار فوق را با معادله 
a(t)+b(t+1)= t+2 
a(t)b(t)= t  

 a(t)=t توان نتیجه گرفت که  از معادله دوم آن می. کنیم  حل میb(t) , a(t) براي این دستگاه را

b(t)=1 و یا a(t)= 1 , b(t)=tکه مجموعـه دوم   از آنجا. توانند جواب باشند  میa(t)=1,b(t)= t 
  :تواند به شکل زیر نوشته شود ا میی متفاضلنماید معادله  دستگاه فوق را برقرار می

(E-1) (E-t) yt= t    
  zt= (E-t)yt       :دهیم  قرار می.کنیم حال با استفاده از روش کاهش مرتبه معادله فوق را حل می

   z2= t (E-1)                                                                     :                    توانیم بنویسیم پس می
 Dzt= t                                                                                               :                                یا
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zt= D-1t = D-1t(1)= 
2

)2(t
+ c1= 

2
1

t (t-1)+ c1                                                                                            پس:  

zt= (E-t) yt= 
2
1

t (t-1)+ c1                                                              نوشت توان می پس:  

yt+1- tyt= 
2
1

t (t-1)+ c1                                                                      :یا به عبارت دیگر 
   :توان نوشت می) 138(است و جواب آنرا همانند ) 135(این معادله همانند معادله 

yt= (1)(2) (3) … (t-1) D-1 ]
))...(3)(2)(1(

)1(
2
1

[
1

t

ctt +−
= (t-1)! D-1 )

!

)1(
2
1

(
1

t

ctt +−
 

   :توان نوشت و یا به عبارت دیگر می

∑∑
−

=

−

=

−+−+
−−

=
1

1
2

1

1
1 )!1(

!
1)!1(

!
)1(

2
)!1( t

p

t

p
t tc

p
tc

p
ppty  

  .دهیم  را در معادله فوق قرار میy2= 1 و y1= 0اولیه مقادیر 
t=1    ==>  y3- 3y2+ y1= 1    ==>  y3= 4 
t=2    ==>  c1+ c2= 1 
t=3    ==>  1+ 3c1+ 2c2= 4 

∑   : و جواب برابر خواهد بود باc2= 0 , c1= 0پس  ∑
−

=

−

=

−+
−−

=
1

1

1

1 !
1)!1(

!
)1(

2
)!1( t

p

t

p
t p

t
p
ppty  

  :توان به شکل زیر نوشت  جواب را میt>3براي 

]
)14(

1...
!3

1
!2

11[)!1(]
)!3(

1...
!3

1
!2

111[
2

)!1(
−

++++−+
−

+++++
−

= t
t

tyt  

  3-10مثال 
  . را حل کنیدyt+2- (2t+1) yt+1+ t2yt= 0 همگن یتفاضلمعادله 

  yt= 0 (E2- (2t+1) E+ t2) :               نویسیم  به شکل زیر میEمعادله فوق را بر حسب اپراتور 
 E-b(t)] yt= 0)[E-a(t)]          :                                  که کنیم می پیدا چنان را b(t) , a(t) حال

 a(t)+b(t+1)= 2t+1,      a(t)b(t)= t2                              :باشیم داشته باید) 138 (از استفاده با

a(t)=b(t)=t شود به ا تبدیل میی متفاضلتواند جواب این دستگاه باشد پس معادله  می:   
(E-t)(E-t)yt= 0 

 zt=(E-t)yt                                                                                                      :کنیم فرض می
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 zt= 0    ==>   zt+1-tzt= 0(E-t):                                                                                     پس

   :آید بدست می) 137( از ztباشد و  می) 135(این معادله همانند 

zt= (1)(2)(3) … (t-1)D-1 ]
))...(3)(2)(1(

0[
t

          ==>    zt= (t-1)!c1 

  !yt= c1(t-1)(E-t)                                                                                      :حال مجدداً داریم

yt= (t-1)! D-1 ]
!

)!1(
[ 1

t
tc −

:و همانند فوق خواهیم داشت                                                    

yt= (t-1)! D-1 ][ 1

t
c

= c1(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
+ c2(t-1)!             به عبارت دیگر جواب برابر است با:  

  روش تغییر پارامترها  -10-2-2
اینجا قابل  به آن اشاره شد در صورتی در 9فصل رها همانطور که در روش تغییر پارامت   

توان جواب  مکمل سپس میجواب  با داشتن .ماستفاده است که جواب مکمل را داشته باشی
  . عمومی را بدست آورد

  4-10مثال 
  . را حل کنید  yt+2 – (2t+1)yt+1+ t2yt= 2t یتفاضلمعادله 

به .  مکمل معادله فوق داریمعاز روش تغییر پارامترها احتیاج به تاببراي حل این معادله با استفاده   
 3-10در مثـال  . عبارت دیگر جواب عمومی براي معادله همگن این معادله را باید داشـته باشـیم             

∑ +!c2(t+1)                                                    :تابع مکمل را بدست آوریم
−

=

1

1

1t

p p
yp= c1(t-1)! 

  : خواهیم داشت.کنیم  هستند جایگزین میt که توابعی از K2 , K1 را با c2 , c1حال مقادیر 

                 (*)                                                                    + K2 (t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
yt= K1(t-1)!  

 بالاسـت کـه   یتفاضـل  لازم داریـم یکـی از آنهـا معادلـه     K2 , K1ردن دو معادله براي بدست آو
   : اول را محاسبه کنیمتفاضل. شرط دیگري نیز لازم داریم.  نوشته شده استK2 , K1برحسب 

Dyt=K1D[(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)D[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
] 

      +K2D(t-1)!+(DK2)(t-1)!+(DK2)D(t-1)! 
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=K1D[(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)[(1+ D)[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
)]+K2D(t-1)!+(DK2)[(1+D)(t-1)!] 

   :کنیم که ا معادله دوم را اینگونه فرض مییشرط 

(DK1) [(1+D) {(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
)}]+ (DK2) [(1+D) (t-1)!]= 0                                  (**) 

Dyt= K1D [(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] + K2D (t-1)!                                  برابر خواهد بود با: Δyt پس 

  . کنیم  را حساب میΔ2ytاز این رابطه 

D2yt = (DK1) D[(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] +K1D2 [(t-1)! ∑

−

=

1

1

1t

p p
] + (DK1) D2 [(t-1)! ∑

−

=

1

1

1t

p p
] 

+ (DK2) D(t-1)! + K2D2(t-1)! + (DK2) D2 (t-1)!     ==> 

D2yt=(DK1)[D(1+D)(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK2){D(1+D)(t-1)!}+K1D2[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
] + 

K2D2 (t-1)! 
  yt= 2t (E2- (2t+1) E+t2)                                 :نویسیم  را به شکل زیر مییتفاضلادل حال مع

[D2+ (1-2t) D+ t2- 2t] yt= 2t               کنیم را جایگزین می                                  :  E=1+Δ 

D2yt+ (1-2t) Dyt+ (t2- 2t) yt= 2t                                                                              یا:  
Dyt , Dyt , ytمقادیر 

 پس از ساده کردن ضرائب جمـلات  .کنیم ه فوق جایگزین میرابط را در 2
K2 , K1شوند نتیجه برابر است با  صفر می :  

(DK1) [D(1+D)(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] + (DK2) [D(1+D)(t-1)!] = 2t                                  (**) 

 به عبارت دیگـر پـس از سـاده    .کنیم  حل میK2 , DK1D براي قبلیاین معادله را همراه با شرط 
  : داریم)**(کردن دو رابطه مشخص شده با 

(DK1) [Dt!∑
=

t

p p1

1
] + DK2 [Dt!] = 2t                  ,             (DK1) [∑

=

t

p p1

1
] + DK2 = 0 

DK1= 
!

2
t

t

       ,             DK2= - ∑
=

t

p

t

pt 1

1
!

2
:ویا                                                               

  :برابر خواهند بود با K1 , K2 بدین ترتیب 
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K1=  Δ-1 )
!

2(
t

t

= ∑
−

=

+
1

1
1!

2t

p

p
d

p
,                K2= Δ-1 ∑ ∑ ∑

=

−

= =

+−=
− t

p

t

s

s

p

st

d
pspt 1

1

1 1
2

1
!

2)1
!
2(  

  . دهیم قرار می) *( را در K2 , K1مقادیر 

yt= (t-1)! [∑
−

=

+
1

1
1!

2t

p

p

d
p

] ∑
−

=

1

1

1t

p p
-(t-1)![∑ ∑

−

= =

−
1

1 1
2

1
!

2t

s

s

p

s

d
ps

]  

که جواب عمومی مـسئله مـا    برابر زیر خواهد شد      ytها مقدار    با جابجائی جملات و تغییر اندیس     

)1!(                                                 :باشد می
!

21)!1( 2

1

1

1

1

1

−+







+−= ∑ ∑

−

=

−

=

td
s

d
ps

ty
t

s

s

p

p

t  

  ها حل سري  راه -10-2-3
کنیم و از آن در جهت  در این حالت یک جواب به شکل سري فاکتوریل زیر فرض می   
   :نمائیم نظر استفاده می  موردیتفاضلمعادله  حل

yt= ∑
∞

−∞=p

p
ptc )(      ,      cp= 0       اگر   p<0                                                        )139(  

  . تر شدن موضوع به مثال زیر توجه کنید براي روشن
  5-10مثال 

  .  را حل نمائیدyt+2– (3t+2) yt+1 + 2(t-1) yt= 0(t+1) یتفاضلمعادله 
  D2yt- KDyt- 2yt= 0(t+1)                                :نویسیم شکل میاین  به  رافوق یتفاضلمعادله 

   : کنیم  را فرض میاینحال یک جواب مانند 

∑
∞

−∞=

=
p

p
pt tcy )(                                                                                                    (*) 

هـاي مرتبـه اول و دوم را    تفاضل حال از عبارت فوق .باشد  میcp= 0 است p<0ی که در آن وقت

∑                          :آوریم بدست می 
+∞

−∞=

−−=∆
p

p
pt tcppy )2()1(    ,    ∑

+∞

−∞=

−=∆
p

p
pt tpcy )1( 

   :دهیم  نوشته شده است قرار میD که با اپراتور یتفاضلمعادله   را در2yt , Dyt , ytDمقادیر 
∑ ∑∑∑ =−−−+− −−− 02)1()1( )()1()2()2( p

p
p

p
p

p
p

p tcttpctcppttcpp  

توانیم  با استفاده از تعریف تابع فاکتوریل می. باشد می =p=-∞ , p+∞ان مه åود علائم حدکه 
   tt(M)= t(M+1) + Mt(M)                                            :                               عبارت زیر را بنویسیم
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  :توان نوشت  تبدیل شده فوق مییتفاضلاین رابطه را در معادله 
∑ ∑∑∑ =−−+−−+−+− −−−− 02])1([)1(])2([)1( )()1()()2()2()1( p

p
pp

p
p

p
pp

p tctptpctcpptptcpp

   : فاکتور گرفته و با توجه به اینکهåدر رابطه فوق از 

∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=
+

− +++=−
p p

p
p

p
p tcpptcpp )(

2
2)2(2 )1)(2()1(  

   :کنیم  به شکل زیر مرتب میt(p)رابطه بالا را بر حسب 
∑ =+−++ + 0])2()1)(2[( )(

2
2 p

pp tcpcpp  

  .  ضرائب آن مساوي صفر باشدهیباید کلپس باشد  از آنجائیکه این رابطه یک اتحاد می
(p+2)(p+1)2 cp+2- (p+2)cp= 0        ==>       (p+2)[(p+1)2 cp+2- cp]= 0 

 p+2¹0 قابل قبول نیست و p=-2باشد پس جواب     می cp=0 است   p<0چون فرض کردیم وقتی     
   2 cp+2 – cp= 0(p+1)                                   :   بنابراین عبارت زیر باید مساوي صفر باشد.است

  : دهیم را در این عبارت قرار می ...,p= 0,1,2,3مقادیر 
(1)2c2-c0= 0 ,    (2)2c3-c1= 0 ,    (3)2 c4- c2= 0 ,    42c5- c3= 0 ,    … 

c2= 2
0

)1(
c

,    c3= 2
1

)2(
c

,    c4= 2
2

)3(
c

= 22
0

3.1
c

,    c5= 2
3

)4(
c

= 22
1

4.2
c

,    … :          پس  

   :دهیم مشخص شده است قرار می) *( که با ytعبارات فوق را در جواب فرض شده براي 

yt= c0 [1+ 2

)2(

1
t

+ 222

)6(

22

4

5.3.13.1
tt

+ + …] + [t(1) + 222

)5(

22

)3(

6.4.24.2
tt

+ + …] 

  .که جواب مسئله است
  استفاده از تابع مولد  -10-2-4

را به  یتفاضل مشکل گاهی مناسب است که معادله یتفاضلبراي تسهیل حل معادلات    
 در این .تواند انجام شود می) 74(این تبدیل بوسیله تابع مولد . تبدیل کنیمیک معادله دیفرانسیل 

مندان براي  علاقه.  وارد نشویمیفرانسیل معادلات کتاب سعی ما بر این است که به مباحث
 دیفرانسیلمعادلات به  یتفاضلمشاهده چگونگی استفاده از تابع مولد در تبدیل معادلات 

  .  مراجعه نمایندBender, Orszag) 1978(توانند به  می
  14تمرین 

  .  زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات  -1

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 105    ثبات پویاي تعادل

  

1-   yt+1 – tyt= t   y1= 0     2-   tyt+1+ 2yt= 1 
3-   yt+1+ tyt= t(2)                            4-   yt+1+ 4tyt= t!                                       y1= 1 
5-   tyt+1- yt= 2t  y1= 0     6-   yt+2–(t+1)yt+1+tyt=t                  y1= 0, y2= 1 
7-   yt+2–(2t+1)yt+1+t2yt=0              8-   (t+3)yt+2–3(t+2)yt+1+(2t+1)     yt= 0 

9-   (t-1) yt+2 – 2tyt+1 + 
4
3 (t+1) yt= 0 

اولاً نـشان دهیـد کـه ایـن     .  باشدyt+2+atyt+1+ btyt= 0  یتفاضل یک جواب معادله zt¹0اگر  -2
 یاول بـا جـایگزین  خطـی مرتبـه   تفاضـلی  تواند به یک معادله    خطی مرتبه دوم می    یتفاضلمعادله  
yt=ztut ثانیاً نشان دهید کـه  .  شودتبدیلyt=ztut  ی تفاضـل  معادلـهyt+2+atyt+1+ btyt= f(t)  را نیـز 

  . تواند حل کند می
   : معادلات زیر را حل کنید2با استفاده از مسئله -3

 tyt+2 + (1-t)yt+1 – 2yt= 0   -1                           )              یک جواب استyt=t: راهنمائی (
2-   tyt+2 + (1-t) yt+1- 2yt= 1    

  .  را با روش تغییر پارامترها مورد بحث قراردهید2ارتباط روش مسئله  -4
   . مقدار ثابت استd ، را حل کنیدat+2yt+2–(dat+1+bt+1)yt+1+dbtyt= 0 یتفاضلمعادله  -5
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   غیرخطی یتفاضلمعادلات  -11
  

ا جملات ی گرچه ضرائب ندخطی بودکه سی کردیم ربررا  لیعادلات تفاضتابحال م   
ی تابع در یک زمان  متغیرگیریم که مقدار  حال معادلاتی را در نظر می.هم داشتندغیرخطی 

مثال روش حل بعضی از  ابتدا با ذکر چند. هاي دیگر باشد  در زمان متغیرغیرخطی از مقدار آن
   :دهیم ورکلی اینگونه معادلات را به شکل زیر نشان می بط.نمائیم میاینگونه معادلات را بررسی 

yt= f(yt+1 , yt+2 , … yt+n)                                                                                    )140(  
   غیرخطی یتفاضلحل معادلات  -11-1

مختلف بررسی  خطی را در حالات یتفاضلهاي حل معادلات  در فصول قبل روش   
حل که مسلم است .  ما خطی نباشدیتفاضلگیریم که معادله  حال شرایطی را در نظر می. نمودیم

باشد و یافتن فرم بسته جواب همیشه و بسادگی  تر از معادلات خطی می اینگونه معادلات مشکل
ن در ای.  خاصی را بررسی نمودهاي هقابل حصول نیست و اغلب باید بررسی مسائل خاص را

  . مکنی توانند مورد استفاده واقع شوند اکتفا  می  به چند روش که اغلب میفصل
  ها  استفاده از تبدیل -11-1-1

 یتفاضللات دامعتوان بعضی از  هاي ریاضی می در این روش با استفاده از تبدیل   
  . دکر خطی نمود و سپس آنرا حل یتفاضلغیرخطی را تبدیل به معادله 

  1-11مثال 
yt+1= y2 یتفاضل معادله

tرا حل نمائید  .  
  Lnyt+1 = 2 Lnyt                                      : گیریم از دو طرف معادله فوق لگاریتم می     

جـواب آن برابـر   . باشـد   می Lnyt خطی مرتبه اول همگن برحسبیتفاضلاین معادله یک معادله 
  Lnyt= 2t Lny0                                                                                                         :است با
t                                                                                                                   : پس

t yy 2
0=  

  2-11مثال 
ttt یتفاضلمعادله  yyy 1

2
2 ++   .  را حل کنید=

 Lnyt+2–2Lnyt+1+Lnyt=0: بریم  سمت چپ میهگیریم و جملات را ب از دو طرف لگاریتم می
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باشـد کـه براحتـی      مـی  Lnytی خطی همگن از مرتبه دوم برحـسب         تفاضلاین معادله یک معادله     
 یاضـل تفبـه عبـارت دیگـر همـانطور کـه در بخـش معـادلات        . توان جواب آنرا بدست آورد    می

  . گذاریم  زیر را در معادله میی جواب آزمایش:کنیم همگن گفته شد عمل می
lnyt=rt ,        lnyt+1=rt+1 ,       lnyt+2 = rt+2 

   :آوریم نومیال کرکتریستیک آنرا بدست می کنیم و پولی  خطی جایگزین مییتفاضلدر معادله 
rt (r2- 2r+1)=0 

 .پس جواب مستقل خطـی دیگـري لازم داریـم         . هستند r'=r"=1ها مضاعف بوده و برابر با        ریشه
  lnyt= b1t +ct1t     ==>  lnyt= b+ ct          :توان نوشت می) 67( از معادله 6و 5 ايیاطبق قض

  yt= eb+ct                                                :  پس جواب برابر خواهد بود با. دلخواه هستندc,bکه 
  یش جایگزینرو -11-1-2

کنیم و سپس   را برحسب تابعی از یک متغیر جدید تعریف میytدر این روش ابتدا متغیر    
  .  جایگزین نموده تا بتوان آنرا به یک معادله قابل حل تبدیل نمودیتفاضلآنرا در معادله 

  3-11مثال 
  .  را حل کنیدyt+1 = 2yt (1-yt) تفاضلمعادله 

   :نیم کهک براي حل معادله فوق فرض می
yt= 

2
1 tx−                                                                                                             (*) 

yt+1 = 
2

1 1+− tx :پس                                                                                                      

  xt+1=x2t         :  بااستحاصل برابر . نمائیم  مسئله جایگزین میتمقادیر فوق را در معادله صور
t                                                         :  حل کردیم پس1-11این معادله را در مثال 

t xx 2
0=  

 x0= 1-2y0:                                                              کنیم محاسبه می) *(دله معا  را ازx0مقدار 

t                                                                       :د بود باه  برابر خواxtپس  
t yx 2

0 )21( −=  

]1)21([                                         : کنیم جایگزین می) *(  را درxt مقدار
2
1 2

0
t

t yy −−=  
  . باشد نظر می که جواب معادله مورد

  4-11مثال 
  .  را حل کنید yt+1yt – f(t)(yt+1- yt) +1= 0 یتفاضلمعادله 
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 yt= tg(xt)                            :                                         کنیم براي حل معادله فوق تعریف می
  tg xt+1 tg xt – f(t) (tg xt+1 - tg xt) +1= 0                          :کنیم در معادله فوق جایگزین می   

1)(:                                                                           یا به عبارت دیگر

1

1 tf
tgxtgx

tgxtgx

tt

tt =
−

+

+

+ 

 :لبا استفاده از فرمو
tgbtga
tgbtgabatg
.1

)(
+

−
     :توانیم بنویسیم می −=

)(
)(

1

1

tf
xxtg tt

=
−+

   ==>   tg(xt+1– xt)= 
)(

1
tf

 

xt+1–xt= arc tg
)(

1
tf

= arc cotg f(t)                                                         و همچنین    :  
   :بنابراین. ده استآم) 129(است که جواب آن در ) 126(انند این معادله هم

xt= ∑
−

=

1

1

t

p
arc cotg f(p)+c 

yt= tg[∑
−

=

1

1

t

p
arc cotg f(p)+c]          نظر برابر است با  موردتفاضلیبدین ترتیب جواب معادله:  

  استفاده از روابط تابعی  -11-1-3
 غیرخطی را شبیه به یک رابطه تابعی نموده و یتفاضلعادله توان یک م گاهی اوقات می   

 را حل یتفاضل تابعی مزبور معادله ۀ رابطزسپس با جایگزین کردن متغیرهاي آن و استفاده ا
  . هاي زیر توجه کنید براي توضیح این روش به مثال. نمود
  5-11مثال 

yt+1= 4yt یتفاضلمعادله 
3 – 3yt را با شرط |y0|≤1حل کنید .   

  Cos 3A= 4Cos3A- 3Cos A                          : داردروبرواین معادله شباهت زیادي به فرمول 
 yt= Cos θt:                                                                                              کنیم حال فرض می

  yt+1= Cos θt+1                                                            :                   توان نوشت و همچنین می

   :توانیم بنویسیم  صورت مسئله مییتفاضلرابطه فوق در معادله   سهبا استفاده از
Cos θt+1 = 4Cos3θt – 3Cosθt= Cos (3θt) 

 Cos θt+1 = Cos (3θt)                    :                                      شود به پس معادله ما تبدیل می
 θt+1= 3θt                                                                        :گیریم  میarcاز دو طرف این رابطه 
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  θt= θ0(3)t                                : توان به شکل زیر حل نمود  را به راحتی مییتفاضلاین معادله 
 θ0= arc Cos y0:                                                                                    برابر است باθ0مقدار 

  yt= Cos [3t arc Cos y0]                               :قرار خواهد بوداین  ما از یتفاضلجواب معادله  
  6-11مثال 

yt+1= 2y2 یتفاضلمعادله 
t – 1را حل کنید .  
   :توان شبیه به معادلات زیر قرار  داد معادله فوق را می

Cos 2A= 2Cos2A-1 
Cosh 2A= 2Cosh2A-1 

 فـوق بکـار   یتفاضل باشد رابطه دوم را براي حل معادله     y0|≥1| باشد رابطه اول و اگر       y0|≤1|اگر  
   :توانیم فرض کنیم پس براي هر دو حالت می .خواهیم بست

yt= Cos qt       اگر        |y0|≤1 

yt= Cosh qt     اگر         |y0|≥1 

 جایگزین نموده و با استفاده از روابـط مثلثـاتی   یتفاضلدر هر دو حالت مقادیر فوق را در معادله   
  . کنیم فوق آنها را به شکل زیر تبدیل می

Cos qt+1 = 2Cos2qt -1 = Cos 2qt 
Cosh qt+1= 2 Cosh2qt-1 = Cosh 2qt 

 qt+1= 2qt:                                              توانیم بنویسیم عبارت دیگر براي دو حالت فوق میبه 

 qt= 2tq0:                                                                                                                        پس

   :برابر است با 0q مقدار 
q0= arc Cos y0                    اگر       |y0|≤1 

q0= arc Cosh y0                اگر        |y0|≥1 

   : در دو حالت مختلف برابر خواهد بود بایتفاضلبه هر حال جواب معادله 
yt= Cos [2t arc Cos y0]            اگر        |y0|≤1 

yt= Cosh [2t arc Cosh y0]        اگر        |y0|≥1 

   غیرخطی مرتبه اولیتفاضللات دثبات پویاي تعادل در معا -11-2
 غیرخطی همیشه قابل حصول نیست براي بررسی یتفاضللات دچون یافتن جواب معا   
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 ما غیرخطی یتفاضلدر حالتی که معادله . هاي خاص را استفاده نمود روند زمانی آنها باید روش
در حالتی که . توان روند زمانی آنرا بررسی نمود  میيروش نمودارو از مرتبه اول باشد از 

 توسل جبريهاي   و باید به راهیست بیش از یک باشد امکان استفاده از این روش نتفاضلمرتبه 
شود و در اینجا از   براي مطالعه توصیه میBender , Orszag) 1978(جست در این باب کتاب 
   :دهیم  مرتبه اول خطی را بطورکلی به شکل زیر نشان مییفاضلتمعادله . آن بحثی نخواهیم کرد

yt+1= f(yt)                                                                                                         )141(  
 fبرد و تابع   میyt+1 را به ytباشد که در حوزه تعریف آن مقدار   میyt بیانگر یک تابع از fکه 

  . تابعی از زمان نیست
  tyبیان گرافیکی روند زمانی  -11-2-1

توان با استفاده از یک گراف   غیرخطی مرتبه اول مییتفاضل را در معادله ytروند زمانی    
 را yt , yt+1 محور عمودي و افقی به ترتیب متغیرهاي 1-11در تصویر . ساده بررسی نمود

فرض کنید جواب اولیه . اند هر دو ترسیم شده) 141(ربع اول و تابع نیمساز م. نمایند مشخص می
 خواهد بود بدین ترتیب که عمودي y0A برابر y1 مقدار y1= f(y0)چون .  استy0) 141(معادله 

 بدین ترتیب بر روي y1مقدار .  قطع کندA را در نقطه f(yt)کنیم تا منحنی  اخراج می y0از 
. کنیم  را توسط نیمساز بر روي محور افقی پیدا میy1ن مقدار ای. شود محور عمودي مشخص می

  .  بر روي محور عمودي بدست خواهد آمدy2 مقدار C  تا نقطه y1مجدداً با اخراج یک عمود از 

  
  1-11تصویر 
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 را ytآید که روند زمانی  ت میسبد ...ABCDEFبدین ترتیب با تکرار این عمل خط شکسته 
تصویر . شود تر می نزدیک و نزدیک) Qنقطه (دهد و در این تصویر به سمت تعادل  نشان می

)  phase line (»خط فاز« به عنوان f(yt)و نمودار ) phase diagram (»دیاگرام فاز« به نام 11-1
  .شوند نامیده می

  ثبات پویاي تعادل  -11-2-2
 .تواند داشته باشد وع روند زمانی متفاوت میهار نچ مرتبه اول یتفاضلمعادله بطورکلی  

 بدون نوسان این چهار نوع روند زمانی میرا.  داردf بستگی به شیب تابع ytچگونگی روند زمانی 
حال به توضیح هر یک . باشند و غیرمیرا با نوسان می  میرا با نوسان و غیرمیرا بدون نوسانو

  . پردازیم می
 مثبت و کمتر از شیب خط نیمساز باشد این حالت f(yt) تابع اگر شیب: میرا بدون نوسان: الف

   :به عبارت دیگر. افتد اتفاق می

0<
t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy )(1 =+ <1                                                                                      )142(  

این حالت در . ول را از بالا قطع کندبدین معنی است که خط فاز نیمساز ربع ا) 142(نامعادله 
 میرا بودن این روند زمانی ناشی از کوچکتر از یک بودن . نشان داده شده است1-11تصویر 

 به  yt+1ت تغییرات بیعنی نس. باشد  می...<AB>CD>EFبه عبارت دیگر . است) 142(مشتق در 
ytبدون نوسان بودن روند زمانی .  کمتر از یک استyt142(ین است که مشتق  ناشی از ا (

نظر به   پس هیچگاه روند زمانی مورد. مثبت استyt به yt+1 یعنی تغییرات .بزرگتر از صفر است
 کوچک و بزرگ yt تغییرات به عبارت دیگر تغییرات.  نخواهد رفتQآن طرف نقطه تعادل 

اگر . رار دارد قye در سمت چپ مقدار تعادل y0 نقطه مقدار اولیه 1-11تصویر  در. نخواهند شد
y0 در سمت راست yeهم باشد تفاوتی ایجاد نخواهد کرد       .  
افتد که شیب خط فاز بیش از شیب  این حالت در زمانی اتفاق می: غیرمیرا بدون نوسان: ب

   :دین ترتیبب. نیمساز ربع اول باشد

1
)(1 >=+

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                                        )143(  

. باشد  نمایان می2-11این حالت در تصویر . کند  نیمساز را از پائین قطع میf(yt)در این حالت 
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  . استتثبا  بیytشویم و   دور میQ و همواره از نقطه تعادل ...>BC<DEهمانطور که پیداست 

  
  2-11تصویر 

  با نوسان میرا : ج
   :باشد به عبارت دیگر  می-1در این حالت شیب خط فاز منفی و بیش از 

0)(1 1 <=<− +

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                              )144(  

چرخد و   میyeادل  شکل تار عنکبوت را دارد و به دور نقطه تعytدر این حالت روند زمانی 
  . )3-11تصویر (. باشد این روند زمانی با ثبات و با نوسان می. شود همواره به آن نزدیکتر می

  
  3-11تصویر 
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  غیرمیرا با نوسان : د
   :باشد یک میمنفی در این حالت شیب خط فاز کمتر از 

1
)(1 <=+

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                                        )145(  

چرخد و   میyeروند زمانی همواره به دور نقطه تعادل .  نمایان است4-11این حالت در تصویر 
  . شود از آن دورتر می

  
  4-11تصویر 

 مثلاً خط .نمایدنر گرفت که خط فار نیمساز را قطع توان در نظ دیگري را نیز می حالات   
معادلات .  و زیادتر خواهد شددیازن حد و بدyt این حالت درفاز بالاي نیمساز واقع شود 

هاي مختلفی از حالات ذکر شده را نیز داشته  توانند ترکیب  غیرخطی مرتبه اول مییتفاضل
این نمودار چهار حالت ذکر شده نشان داده در .  توجه کنید5-11براي مثال به نمودار . باشند
 باید انتخاب نمود اجتناب f(yt) را در مقادیر چندگانه yt+1مقدار کدتم البته اینکه . اند شده
) 1958( این موضوع به در براي بحث .)'B باید رفت یا به C به Bبراي مثال از نقطه (ایم  کرده

Baumolمراجعه شود  .  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  114

  
  5-11تصویر 

  هاي حدي در روند زمانی  سیکل -11-2-3
توان با خطوط فاز بسته  هاي با دامنه نوسان ثابت را می ایم که سیکل قبلاً اشاره کرده   

نوع دیگري از خط .  قلب شکل و یا چندوجهی ایجاد نمود،بیضی،  دایره شکللهمانند اشکا
 بطور مثال .اد کند که نه میرا باشد و نه غیرمیراهائی ایج تواند سیکل فاز وجود دارد که می

 را در نظر بگیرید که شیب مقدار قدرمطلق خط فاز نزدیک نیمساز بیش از یک 6-11تصویر 
 y0 در چنین حالتی یک شرط اولیه .ته آن با قدر مطلق کمتر از یک باشد و باشد و شیب سر می

با نوسان میرا ایجاد ) 144) (ج(از نوع گیرد روند زمانی  ت خط فاز قرار میخکه در قسمت ت
 که در y'0ولی یک شرط اولیه .  نمایش داده شده است...ABCDEFGخواهد کرد که با 

با نوسان غیرمیرا ایجاد ) 145) (د(گیرد روند زمانی از نوع  قسمت پرشیب خط فاز قرار می
  .  نشان داده شده است...'A'B'CD'E'F'G خواهد کرد که با

و یکی غیرمیرا با نوسان نهایتاً هر دو به سمت با نوسان وند زمانی یکی میرا ردو این    
 با 6-11باشد و در تصویر  ي با ثبات میل خواهند کرد که مرز بین دو سیکل مزبور میدسیکل ح

LL'L"L"'حال اگر یک نقطه شروع اولیه مانند .  نشان داده شده استy0" را انتخاب کنیم روند 
در این حالت . کل حدي دور خواهد زد و نه میرا خواهد بود و نه غیرمیرازمانی در طول سی

 این تعادل باثبات .حرکت بخوانیممتوند زمانی باثبات با تعادل رتوانیم یک  ي را میحدسیکل 
  . است زیرا هرگاه از این سیکل حدي دور شویم مجدداً  به سمت آن نزدیک خواهیم شد
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  6-11تصویر 

 ثبات را نیز همانند توان سیکل حدي بی می.  یک باثبات بود6-11سیکل حدي تصویر    
از و دورتر این سیکل طوري است که اگر از آن جدا شویم همچنان دورتر . فوق ترسیم نمود
و شیب آن منفی و نزدیک نیمساز تخت که  ياین سیکل حدي را با خط فاز. آن خواهیم شد
  . استمایان  ن7-11 این حالت در تصویر .توان نشان داد باشد می  پرشیب میدر سروته آن

  
  7-11تصویر 
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توان با استفاده از خط فاز خطی   می6-11سیکل حدي با ثبات دیگري را همانند تصویر    
دي یک تاب        حه  آمده است به نام حلق8-11 این حالت که در تصویر .یم نمودسولی شکسته تر

)one kink limit cycle (تواند یک منحنی با شکل   این خط فاز همچنین می.شود خوانده می
هاي داخلی غیرمیرا و  کند و سیکل  بسته عمل می حدياین سیکل همانند سیکل. متشابه باشد

 ي یک تابحدهاي خارجی میرا دارد که هر دو به سمت مرز مشترك آنها که حلقه  سیکل
. کند مجدداً یک تعادل باثبات متحرك را ایجاد میحدي این حلقه . باشد میل خواهند کرد می
که یک طرف آن لد بندهد که هر دو سر خط فاز لزوماً نباید کم شیب باش ین تصویر نشان میا

  . ي باثبات کافی استحد حلقه یجادبراي ا

  
  8-11تصویر 

. باشند سوم میوهاي چندگانه م توان بررسی نمود که به حلقه مینیز دیگري را هاي  حالت   
باشد که قدرمطلق شیب آن چندین بار کمتر و  ط فاز با شیب منفی و متغیر میخ حالت نایدر 

هاي  شود و تعادل ثبات ایجاد می دي باثبات و بیحهاي   در این حالت حلقه.شود می 1بیشتر از 
هاي  این حلقه. اولیه خواهیم داشت ثبات متحرك در رابطه با انتخاب مقدار بیچندگانه باثبات و 

شویم خط فاز اول  میوقتی از خط نیمساز دور . باشند مرکز و تودرتو می ي همگی همحد
 اگر اول تخت و بعد سکعو بل. ي باثبات ایجاد خواهد کردحدپرشیب و بعد تخت شود حلقه 

  .  نمایان است9-11این حالت در تصویر . یجاد خواهد شدثبات ا ي بیحدپرشیب باشد حلقه 
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  9-11تصویر 

یا اولیه نقش مهمی در باثبات شرط خطی مقدار غیر یتفاضل تبدین ترتیب در معادلا   
 حالات بحث شده در نمودارهاي فوق همگی براي حالتی بود که .بودن تعادل داردثبات  بی

که خط فاز داراي شیب  توان براي زمانی هاي مشابهی را نیز می  بحث.ز منفی باشدشیب خط فا
کند بررسی نمود که در اینجا از  یش از یکبار خط نیمساز را قطع میبباشد و همچنین  مثبت می

کنیم   جلب می11-11 و 10-11شود و فقط نظر خواننده را به تصاویر  ذکر آن خودداري می
  . اند ند زمانی میرا و غیرمیرا هر دو نشان داده شدهکه در آن دو نوع رو

f(yt)

yt+1

45ì yt

y’0y”0
y0

  
  10-11تصویر 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  118

شرط با باشد ولی  میو بعد میرا  اول غیرمیرا y0در این تصویر روند زمانی با شرط اولیه    
ر  قراy0 نیز اگر شرط اولیه در سمت چپ 11-11 در تصویر .باشد  همچنان میرا می"y0اولیه 

 yt واقع شود روند زمانی "y0 روند زمانی میرا و باثبات است و چنانچه در نقطه 'y0گیرد چون 
   .نمائیم صرفنظر میتوان بررسی نمود که  هاي زیاد دیگري را نیز می مثال. ثبات است بیو غیرمیرا 

f(yt)

yt+1

45ì yt

y’0 y”0
y0

  
  11-11تصویر 

ل این حي باید اضافه کرد امکان یافتن محدي ها نکته دیگري که در رابطه با حلقه   
 گوشه متقابل وشود که د هائی تشکیل می به عبارت دیگر این حلقه توسط مربع. باشد ها می حلقه

توان   می9-11 در تصویر s,uهاي  بدین ترتیب دو نقطه با طول. آن بر روي خط فاز قرار دارند
توانیم بدست   را با استفاده از خط فاز میu,s مقادیر. دهند ها را تشکیل می یافت که این حلقه

 "L در نقطه. دهند  به ما میs,u دو معادله با دو مجهول L",L گوشه مخالفدو مختصات . آوریم
 yt+1=u ,          yt= s:                                                                                                   داریم

  :توان نوشت  پس میyt+1= f(yt)چون داریم 
u= f(s)                                                                                                             )146 (  

 yt+1= s  , yt= u        :                                                                    داریمLبه همین ترتیب در 

   :و در نتیجه
s= f(u)                                                                                                              )147(  
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ه ق حل کرده و مختصات دو گوشه حلs,uتوان همزمان براي  را می) 147(و ) 146(در معاله 
  . د را پیدا نموحدي
   7-11مثال 

yHخط فاز یک تابی را در نظر بگیرید که قـسمت بـالاي آن بـا     
t+1= 6-2yt   و قـسمت پـائین آن 

tyبا
4
1

 yL
t+1= 2که خط فاز در نقطهتی این دو .مشخص شده باشدyL

t+1= yH
t+1   متقـاطع هـستند  .

  . دمطلوب است مختصات محل حلقه حدي را محاسبه کنی
مختصات نقطـه را  . کنیم  رسم می12-11ضیح بیشتر معادلات  فوق را در تصویر براي تو    
  .آوریم  قسمت خط فاز بدست میوبا قطع د

  
  12-11تصویر 

  :به عبارت دیگر

2-
4
1

yt= 6-2yt   ==>   yt= 
7

16
   ==>    yt+1= 

7
10

 

 در سمت راست این نقطه واقع خواهد شد بر روي تیکه پائین خط Lکه نقطه  ائیجاز آن   

u:                   توانیم بنویسیم می) 147(بنابراین بر اساس .  قرار خواهد گرفتزفا
4
1

s=f(u)=2-  
  u=f(s)=6-2s:      توان نوشت قرار دارد می که در تیکه بالاي خط فاز 'L و همچنین براي نقطه 

 L"=(1,4)  و L=(4,1) گوشـه حلقـه برابرنـد بـا     و و مختـصات نقـاط د  s=1, u=4بـدین ترتیـب   
  . واقعندL'"= (4,4) و  L'= (1,1) مختصات دو گوشه دیگر بر روي نیمساز و در نقاط 
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  هاي تخفیف یابنده  سیکل -11-2-4
باشد زیرا   مثال خوبی را براي خط فاز یک تاب میHicks (1950)الگوي ادوار تجاري    

در الگوي هیکز درآمد ملی به . گیرد را بخود می) یزتهاي  گوشه(غیرخطی بودن آن شکل تاب 
 درآمد در ازبت ثابتی نس را t در زمان Ctوي مصرف . شود گذاري تقسیم می مصرف و سرمایه

   :گیرد نظر میدر  بعلاوه یک مقدار ثابت yt+1دوره قبل 
Ct= ayt-1+b                                                                                                       )148(  

 kفرض کنید یک نسبت بهینه . گذاري در طی ادوار تجاري متفاوت است رابطه سرمایه   
 بدین ترتیب در زمانی که به .ارد و تولید یا درآمد ملی وجود دKtبین موجودي سرمایه ملی 

. هاي اقتصادي در حرکت هستیم مازاد موجودي سرمایه خواهیم داشت سمت رکود فعالیت
موجودي  و انجام نخواهد شدجایگزینی استهلاك ي اگذاري بر و سرمایه گذاري جدید سرمایه

   :توان نشان داد  این وضعیت را به شکل زیر می.ش خواهند بودهانبارها روبه کا
It= -w           براي        Kt-1> kyt-1                                                                         )149(  

    . خواهد بودtگذاري در زمان   سرمایهبر براItباشد و   یک ثابت مثبت میwکه 
گذاري  آمد سرمایهاز طرف دیگر زمانیکه مازاد موجودي سرمایه نداریم با افزایش در   

 سبباین امر . براي حفظ موجودي سرمایه در آن مقدار مطلوب درآمد افزایش خواهد یافت
   :اصل شتاب خواهد شد که در ذیل نمایش داده شده است

It= Kt- Kt-1= k(yt- yt-1)        براي   Kt-1 ≤ kyt-1                                                    )150(  
  . کنیم گذاري تقسیم می سرمایهو به دو قسمت مصرف را درآمد گفته شد انطور که هم

yt= It+Ct                                                                                                            )151(  
   :توان نوشت می) 151(ر د) 149(و ) 148 (یزمانیکه مازاد سرمایه داشته باشیم با جایگزین

yt= ayt-1+ b-w         براي         Kt-1> kyt-1 

 نمایش 'RR با خط فاز 13-11 مرتبه اول است که در تصویر یتفاضلمعادله فوق یک معادله 
مصرف است کمتر از یک به  نهائی برابر تمایل aچون شیب این خط فاز . داده شده است

از طرف دیگر وقتی مازاد سرمایه نداریم درآمد با . ز بالا قطع کندباشد و باید خط نیمساز را ا می
   :توان نوشت می) 151(و ) 150(و ) 148(شود بلکه از  رابطه فوق مشخص نمی
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yt= ayt-1+ k(yt- yt-1) +b 
   :یا به عبارت دیگر

yt= 
k
ka

−
−

1
yt-1+ 

k
b
−1

                                                                                      )153(  
   :پس بنابراین. k>1>a>0:  انتظار داریم که-که بر اساس مشاهدات اقتصادي

0
1

,1
11

<
−

>
−
−

=
−
−

k
b

k
ak

k
ka

  

  . دهیم  نشان می'UU را خط فاز 13-11در تصویر ) 153(بدین ترتیب معادله 

  
  13-11تصویر 

بیانگر بازدهی اقتصاد و  yeگیریم که حداکثر مقدار درآمد  دیتی را در نظر میوحال محد
در حول و حوش  ytدهد که روند زمانی  این شرط اجازه نمی. باشد کامل منابع میدر اشتغال 

 پس .د قرار داشته باشOyeFye باید درون مربع ytدر این حالت . نهایت برود به بی 'UUخط فاز 
 yt≤yt                                                                                                   :به عبارت دیگر داریم
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 تقاضاي سرمایه هشدواقع استفاده مورد ) 153(از معادله  'UU در زمان رونق اقتصادي خط فاز
 نهایتاً . خواهد بودABCDروند زمانی . اهد بودیابد و درآمد ملی روبه افزایش خو افزایش می

تواند افزایش یابد و  در این نقطه درآمد نمی.  رسیدیم به درآمد اشتغال کامل خواهEدر نقطه 
). 150(یابد  گذاري بدلیل ثابت شدن درآمد افزایش نمی باید مجدداً کاهش یابد زیرا سرمایه

و ) 149( و )148(از . یابد  به صفر کاهش می)151(گذاري در درآمد  بنابراین مؤلفه سرمایه
  yt+1= aye+ b-w :                                                    نویسیم درآمد را براي دوره بعد می) 151(

 در اشتغال کامل ye نشان داده شده است که کمتر از درآمد Gدرآمد در این دوره در نقطه 
درآمد ) 152( و بر طبق Kt>kyt به وجود خواهد آمد  د سرمایهبا کاهش درآمد مازا. باشد می

روند زمانی در این .  خواهد کرد'RRشروع به کاهش درآمد شروع به کاهش در حول و حوش 
این نقطه به تعادل درآمد ملی پائینی .  خواهد بودP و به سمت نقطه تعادل ...HIJدوران برابر 

 در هر دوره زمانی کاهش w با مقدار Kt سرمایه  در این دوران موجودي.هیکز معروف است
یابد تا سرمایه که به مقدار اشتغال کامل رسیده بود کاهش  درآمد آنقدر کاهش می. یابد می

 sافتد و   اتفاق میe دوره بعد از دوره زمانی sو این عمل . یافته و به اندازه مناسب برسد
 Ke- ws ≤kye+s                                              :                  کوچکترین عدد صحیحی است که

 برود دوران رکود تا نقطه زیر ybل داز حد تعاتر  پائینتواند  که سطح درآمد نمی از آنجائی
 Ke- ws= kyb :                                                                       تواند داشته باشد بیشتر ادامه نمی

                                                                                   :یا به عبارت دیگر
w

kyks be −
= 

) 150(گذاري بوسیله  سرمایه. در این زمان موجودي سرمایه بیش از حد مطلوب آن نخواهد بود
درآمد شروع به افزایش خواهد نمود چون مجدداً روبه افزایش خواهد گذاشت و در اثر آن 

یابد و دوران رونق در   افزایش میMطه قدرآمد به ن. شود گذاري منفی حذف می مؤلفه سرمایه
  . شود  شروع خواهد شد و بدین ترتیب سیکل تجاري دیگري ایجاد می'UUطول خط فاز 

. ایجاد شدچطور  در الگوي فوق دیدیم که یک روند زمانی حلقوي با دامنه نوسان ثابت   
 فرض ما این بود که دوران تجاري دوم و غیره منطبق بر دوران تجاري اول خواهد  در اصل پیش

از طرفی . زاي دیگري وجود ندارد که این روند زمانی را تغییر دهد بود و هیچگونه دخالت برون
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 O دورتر از مبدأ ye دانیم که ظرفیت تولید اقتصاد در طول زمان افزایش یافته و نتیجتاً نقطه می
    .در این حالت نیز روند زمانی حلقوي ما با دامنه نوسان ثابت نخواهد بود. قرار خواهد گرفت

خطی که توسط الگوهاي مشابه و یا تغییر ناگهانی در مکانیزم روند رهاي غی چنین حلقه   
 relaxation(هاي تخفیف یابنده  سیکل) 'RR به 'UU از تغییرمثلاً (شوند  زمانی مشخص می

cycles (شوند خوانده می.  
  15تمرین 

  .  زیر را حل کنیدیتفاضلمعادلات 

1-   yt+ yt+1= ytyt+1    (
t

t y
v 1

=    :راهنمائی قرار دهید(

2-   yt+ yt+1= 2yt+1       را انتخاب کنید  ( c 1( و(
t

t vcy =   :راهنمائی قرار دهید( 

3-   ytyt+1yt+2= yt+yt+1+ yt+2  (yt=tg(ut) : راهنمائی قرار دهید(   

4-   ytyt+1yt+2=k( yt+yt+1+ yt+2)             یک عدد ثابت است   k 

5-   y3
t+1= 3yt ,      y0= 1  )اریتم بگیریدگل: راهنمائی .(  

6-   yt+2= yt yt+1 
7-   yt+1= 2y2

t -1 
8-   yt

2= 1/yt-1 yt+1 
9-   y2

t+1
 - 5yt+1yt + 6y t

2= 0 
10-  yt+1= ty+2            y0= 0 
11-  yt yt+1= 1= 2t (yt+1- yt) 

  را با جـایگزین کـردن  yt+1 yt + Atyt+ Btyt+1= Ct یتفاضلتوان معادله  نشان دهید که می   -12

t
t

t
t A

v
vy −=   ). بالا 2نگاه کنید به مسئله . ( به یک معادله خطی تبدیل نمود1+

بــا جــایگزین کــردن را تی باشــند معادلــه زیــر باثــ مقــادیر a1 , a2 , a3نــشان دهیــد اگــر   -13
yt=b1b2…bt-1utتوان به یک معادله با ضرائب ثابت تبدیل نمود  می .  

yt+3 + a1btyt+2 + a2btbt-1yt+1 + a3btbt-1bt-2 yt = f(t) 

 یتفاضلمعادله    -14
t

t yB
Ay
+

ا قرار دادن را ب 1+=
t

t
t u

uyB   . حل کنید+=+1

معادله   -15
1+t

a
ytyt+1=را حل کنید  .  
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   خطی همزمان یتفاضلدستگاه معادلات  -12
  

 .ندی را ملاحظه کردیم که به تنهائی بیانگر یک رابطه ریاضی بودتفاضلتابحال معادلات    
به عبارت دیگر هدف این بخش . نمائیم میبررسی را  همزمان یتفاضلعادلات م فصل ندر ای

ها و مسائل زیادي در   نظریه. باشد ی خطی میتفاضلنشان دادن چگونگی حل دستگاه معادلات 
 براي مثال .کنند  همزمان استفاده مییتفاضلاقتصاد وجود دارند که از دستگاه معادلات 

یا ) Tintner (1942)نگاه کنید به (ند شو الگوهائی که در توضیح ادوار تجاري بکار برده می
) )Chipman (1951) Goodwin (1949) Turvey (1953)نگاه کنید به (فزاینده  هاي بهم تحلیل

 , Leontief (1953)( Dorfman, Samuelsonنگاه کنید به (ده دینامیک ن ستا-یا الگوهاي داده

Solow (1957) (همزمان یتفاضلمعادلات  دستگاه ادي ازصهاي اقت و نظیر آنها در سایر تحلیل 
دستگاه هاي دینامیکی نیز از  روشهاي سیستم. کنند براي بررسی موارد یاد شده استفاده می

  . نمایند  استفاده می همزمانمعادلات تفاضلی
   خطی     یتفاضلشکل کلی دستگاه معادلات  -12-1

ها کمی  ستریما و Eتور  بدون استفاده از اپرایتفاضلبیان شک کلی دستگاه معادلات    
کنیم شکل کلی آنرا با استفاده از اپراتورها  ا بعد از اشاره به مثال زیر سعی میلذباشد  حجیم می
 .اند  در دستگاه معادلات زیر نشان داده شدهy2 ,y1 زیر برحسب یتفاضل معادله ود .بیان کنیم
  .  باشند متغیر شماره یک و دو می در متغیرها بیانگر زمان نیستند و معرف 2 و 1اول هاي  اندیس

5y1,t+6 – 3y1,t+5 +7y1,t+1-2y2,t+6 + 55y2,t+3 + 17= 0 
7y1,t+6 + 2y1,t+4 + 5y2,t= 0 

  : توان به شکل زیر نوشت  میEمعادلات فوق را با استفاده از اپراتور 
(5E6 – 3E5+ 7E) y1,t + (-2E6+ 55E3) y2,t + 17 = 0 
(7E6+ 2E4) y1,t + (5)y2,t = 0 

توانیم با  را میخطی ی تفاضلبطور کلی همانطور که در فصول قبل ذکر گردید هر معادله 
توان با استفاده از   را میn مرتبه یتفاضل بیان کنیم و گفتیم که یک معادله Eاستفاده از اپرتور 

   :به عبارت دیگر  فرض کنید.  بیان نمودEنومیال از  یک پولی
P(E)= a0En + a1En-1 +...+an-1E+ an                                                                       )154(  

  : توان به شکل زیر نوشت  را میnمرتبه خطی ی تفاضلهر معادله ) 154(با استفاده از 
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P(E) yt+ K= 0                                                                                                  )155(  

توان   مجهول میm معادله و mی خطی را با تفاضل تدستگاه معادلا) 155(و ) 154(با استفاده از 
   :به شکل زیر تعریف نمود

p11(E) y1t + p12(E) y2t + …+ p1m(E) ymt + k1= 0 
p21(E) y1t + p22(E) y2t + …+ p2m(E) ymt + k2= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                             )155(  
pm1(E) y1t + pm2(E) y2t + …+ pmm(E) ymt + km= 0 

توان  را می) 155(دستگاه معادلات  .باشند  میEهائی از  نومیال همه پولی  pij(m) i,j=1,...,m که 
  :ها به شکل زیر نوشت با استفاده از ماتریس
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
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L
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k
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k

y
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y
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                             )156(  

  :توان به شکل زیر نوشت را می) 156(یا به عبارت دیگر 
P(E) yt + K= 0                                                                                                 )157(  

  . باشند  میmx1 بعاد بردارهائی به اK , yt , 0 و mxm  ماتریس P(E)که   
  تبدیل به دستگاه معادلات مرتبه اول  -12-1-1

هاي با  تر از دستگاه سادهخیلی ی مرتبه اول تفاضل تدستگاه معادلاو حل تجزیه و تحلیل    
 ها  ماتریسبرجهاي بعدي خواهیم دید  مخصوصاً همانطور که در قسمت. باشد مراتب بالاتر می

جبر ها خواهد شد و قضایاي مناسبی در   نیز در این مورد باعث سهولت حل اینگونه دستگاه
 بنابراین .دباشن اول صادق میمرتبه  یتفاضلها داریم که در مورد دستگاه معادلات  ماتریس

م که به هائی با مرتبه یک تبدیل کنی هاي با مرتبه بالاتر را به دستگاه مناسب است که دستگاه
 یک ه خطی بیتفاضل تبدیل هر دستگاه معادلات .رسد اب دستگاه مرتبه بالاتر میوهمان ج

توان با استفاده از   خطی با مرتبه اول همیشه امکانپذیر است و آنرا مییتفاضلدستگاه معادلات 
روش تبدیل بدین شکل است که متغیر مصنوعی جدیدي را به عنوان . روابط جدید ایجاد نمود

 هبراي توضیح این روش ب. کنیم قدار متغیر موجود در معادلات در زمان بعد تعریف میم
  :هاي زیر توجه کنید مثال
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  1-12مثال 
  yt+2 – 4yt+1 + 3yt= 0:                                معادله زیر را به یک دستگاه مرتبه اول تبدیل کنید

 xt= yt+1 :                                                      کنیم کل زیر تعریف میشرا به  xtمتغیر مصنوعی 

 xt+1 = 4xt – 3yt:           خواهیم داشت:کنیم این رابطه را در معادله صورت مسئله جایگزین می

   : دستگاه معادلات تبدیل شده برابر خواهد بود با
xt+1 = 4xt - 3yt 
xt- yt+1 = 0 

  2-12مثال 
   : مرتبه اول تبدیل کنیدیتفاضل زیر را به یک دستگاه معادلات یتفاضلت دستگاه معادلا 

yt+3 – 2yt+2 + 3yt+1 + yt – 3xt= 5 
yt+2 – 4yt+1 + 7yt + xt+1= 1 

  . کنیم دو متغیر مصنوعی زیر را تعریف می
zt= wt+1 
wt= yt+1 

  : داشتخواهیم . کنیم  صورت مسئله جایگزین مییتفاضلمقادیر فوق را در معادله 
zt+1 = 2zt – 3wt – yt + 3xt + 5 
xt+1 = -zt + 4wt – 7yt +1 

  : دستگاه معادلات ما تبدیل به چهار معادله و چهار مجهول خواهد شد
zt- wt+1 = 0 
wt- yt+1 = 0 
zt+1 – 2zt + 3wt + yt – 3xt – 5= 0 
xt+1 + zt – 4wt + 7yt – 1 = 0 

  ی خطی تفاضلحل دستگاه معادلات  -12-2
براي مانند یک معادله تفاضلی را براحتی هخطی ی تفاضلي دستگاه معادلات دد عحل

 مقادیر شروط اولیه و یجواب عددي با جایگزین و توان بدست آورد دوره زمانی دلخواه می
  . پردازیم عمومی میحل حال به روش . شود محاسبه میسادگی ب عدهاي زمانی ب محاسبه دوره

  روش مستقیم  -12-2-1
 در حل تک معادلات بکار بردیم یروش آزمون و خطائی که براي یافتن جواب آزمایش   

 ،وله مجm  معادله وm  در حالت.باشد در دستگاه معادلات همزمان نیز براحتی قابل استفاده می
 تابع مکمل دستگاه m هاي آزمایشی را براي پیداکردن توان جواب همانند معادلات تکی می
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   : بردمعادلات همگن بکار
y1t = p1xt , y2t = p2xt , .. , ymt = pmxt                                                                   )158(  

دستگاه که کنیم  می چنان پیدا xمقادیر را با مقدار این .  مقادیر ثابت هستندpm ,…, p2 , p1که 
 که خواهیم دید همانند معادلات تکی مقادیر همانطور. مایندنمعادلات همگن شده ما را برقرار 

ها در یک ثابت  با ضرب این جواب. نمایند  وجود دارند که معادلات ما را برقرار میxزیادي از 
می براي دستگاه معادلات همگن بدست ودلخواه و عملیات جبري ساده یک جواب عم

را بدست نهائی لیه جواب هاي خاص و اصلاح براي شرایط او با اضافه کردن جواب. آوریم می
  .    باشد وضوح روشن میبه  و یک معادله mت روش مستقیم در حالاشباهت . خواهیم آورد

  3-12مثال 
   : حل کنیدy1,0 = 19 , y2,0 = 5ی زیر را با شرایط اولیه تفاضلمعادلات 

y1,t+1 – 6y1,t + 8y2,t = -9 
y1,t –y2,t+1 = 0 

   :دهیم می دستگاه معادلات همگن را تشکیل 
y1,t+1 – 6y1,t + 3y2,t = 0 
y1t – y2,t+1 = 0 

 y1t=p1x2, y2t=p2xt:         گیریم شکل در نظر میاین ا به ر یجواب آزمایش) 158(ده از ا با استف

   :کنیم  تقسیم میxtکرده و طرفین آنها را بر جایگزین  همگن یتفاضلروابط فوق را در معادلات 
p1x – 6p1 + 8p2 = 0 
p1 – p2x = 0 

ایـن دسـتگاه را   . باشـد  مـی  p2و   p1 و x معادله و سه مجهول و این دستگاه معادلات متشکل از د     
   : خواهیم داشتp1با تقسیم معادله هر . کنیم  حل میp=p2/p1  و نسبت xبراي 

x-6 + 8p= 0 
1- px= 0 

 x2 – 6x + 8= 0                    :      شود دهیم می معادله اول قرار می  از معادله دوم را درpمقدار 

نومیال به عنوان معادله کرکتریستیک دستگاه معادلات همزمان مسئله مورد نظر خوانده             پولیاین  
 . خواهـد بـود  ½ و ¼  برابر باpر ینتیجتاً مقاد.  استx2 = 2 , x1 = 4شود که داراي دو ریشه  می

 و حـال د . اسـت p1=1کنـیم   رض مـی ف ـی گردیم و براي راحت ـ هاي آزمایشی برمی    حال به جواب  
   :جفت جواب در ارتباط با دو ریشه معادله کرکتریستیک داریم

y1t
* = 4t y2t

* = ¼(4)t 
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y1t
**= 2t y2t

** = ½(2)t 
هماننـد  . تـوان بـه شـکل زیـر بدسـت آورد      ساده شده همگن را مـی براي دستگاه جواب عمومی  

.  ثابتی ضرب شـوند نیـز جـواب اسـت    حالت تک معادله مجموع دو جواب که هرکدام در عدد      
  :نویسیم پس بعنوان جواب عمومی دستگاه همگن می

y1t = v1y1t
* + v2y1t

**= v14t + v22t  
y2t = v1y2t

* + v2y2t
**=  ¼v14t+ ½v22t  

. منـی کافه ض ـغیرهمگن باید جواب خاص را به جـواب دسـتگاه همگـن ا      حال براي حل دستگاه     
 y1t = z1 , y2t = z2:                          کنیم فرض می. هائی باشند   ثابتz2 , z1فرض کنید مقادیر 

   :کنیم عبارات فوق را در دستگاه غیرهمگن صورت مسئله جایگزین می
z1 – 6z1 + 8z2 = -9 
z1 – z2 = 0          ==> z1= z2 = -3 

   :تابع مکمل بدست خواهد آمدبه  z2 , z1جواب عمومی با اضافه کردن مقادیر 
y1t = v1(4)t + v22t -3 
y2t = ¼ v14t + ½ v22t -3 

 را مـساوي صـفر   tبراي پیدا کردن جواب نهائی اصلاح شده براي شرایط اولیه در معادلات فوق  
   : بااستحاصل برابر . کنیم قرار داده و مقادیر شرایط اولیه را در معادلات فوق جایگزین می

v1 + v2 -3 = 19 
¼ v1 + ½ v2 – 3= 5 ==> v1= 12 , v2 = 10 

   :جواب نهائی برابر خواهد بود با
y1t = 3(4)t+1 + 5(2)t+1 – 3 
y2t = 3(4)t + 5(2)t – 3 

  4-12مثال 
  .  حل کنیدz1= 0 , y1= 2 زیر را با شرایط اولیه یتفاضلدستگاه معادلات 

yt+1 + zt – 3yt = t 
3yt + zt+1 – 5zt = (4)t 

   :نویسیم  به شکل زیر میEستفاده از اپراتور دستگاه معادلات فوق را با ا
(E-3) yt + zt = t 
3yt + (E-5) zt = 4t                                                                                                   (*) 

   :کنیم ضرب می) E-5(معادله اول را در 
(E-5) (E-3) yt + (E-5) zt = (E-5)t 
3yt + (E-5) zt = 4t 
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 yt = 1- 4t – 4t (E2 – 8E+ 12):                     خواهیم داشت. کنیم دو معادله را از هم کسر می

   :کنیم  با روشهائی که قبلاً گفته شد حل میای رتفاضلاین معادله 

yt = c1(2)t + c2(6)t + 
4
1

(4)t – (
5
4

)t - 
25
19

 

   :آوریم  را بدست میztگذاریم و  می) *(معادله اول دستگاه   را درytمقدار 

zt = c1(2)t – 3c2(6)t - 
4
1

(4)t – (
5
3

)t - 
25
34

 

t=0 را در دو معادله فوق قرار داده و z1= 0 , y1= 2 کنیم را جایگزین می:   

2c1 + 6c2 = 
25
64

 

2c1 – 18c2 = 
25
74

              ==>  c1 = 
100
133

, c2 = -
60
1

 

  پس جواب نهائی برابر خواهد بود با 

yt = 
100
133

 2t - 
60
1

6t + 4t-1 - 
5
4

t - 
25
19

 

zt = 
100
133

 2t - 
20
1

6t – 4t-1 - 
5
3

t - 
25
34

 

  5-12مثال 
  .  زیر را حل کنیدیتفاضلدستگاه معادلات 

xt+1 + 6xt + 9yt = 4 
yt+1 – xt = 0 

 براي پیداکردن جواب خاص بدین .براي حل این دستگاه باید توابع مکمل و خاص را پیدا کنیم      
   :کنیم  را در دستگاه فوق آزمایش میyt=d , xt=c یکنیم که در جواب آزمایش شکل عمل می

7c + 9d = 4  
-c + d= 0                ==> c= d = ¼ 

x2=K1t , yt=K2tخـورد بایـد جـواب آزمایـشی از نـوع       ت مـی چنانچه ایـن جـواب شکـس   
و در  

 .آوریـم  تابع مکمل را بدست مـی . ائیماستفاده نم  tهاي بیشتر     تواناز   مجدد آنها صورت شکست   
   :مکنی  را در معادله همگن شده صورت مسئله جایگزین میyt=nbt , xt=mbtجواب آزمایشی 

(b+6) m + 9n = 0 
-m + bn = 0 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 نظریۀ معادلات تفاضلی  130

 n,mکنیم که بـراي    را طوري انتخاب می  b است پس    m=n=0یک جواب براي دستگاه فوق      
  . باشدصفر ضرائب دستگاه فوق باید نترمینادبه عبارت دیگر . هاي غیرصفر داشته باشیم جواب

 
b

b
1

96
−
+

= b2 + 6b + 9= 0 ==>  b'= b"= -3 

هـاي    ریـشه "b',bباشـد و   مـی ا  ی م ـ تفاضـل  تیستیک دستگاه معـادلا   معادله حاصل معادله کرکتر   
. شـود   میm=-3n در یکی از معادلات فوق       b'=b"=-3 یبا جایگزین . باشند  کرکتریستیک آن می  

   : برابر خواهد بود باxt قرار دهیم c1 را مساوي مقدار دلخواه nاگر 
xt = -3c1 (-3)t ,     yt = c2 (-3)t 

   :توان نوشت  توابع مکمل را به شکل زیر می،هاي کرکتریستیک ن ریشهدوبا توجه به مضاعف ب
xc = -3c1 (-3)t – 3c2t(-3)t 
yc = c1(-3)t + c2t(-3)t 

 جواب عمومی برابر مجموع توابـع مکمـل و جـواب    .باشد   نیز یک ثابت دلخواه می     c2که مقدار   
    :خاص خواهد بود

xt = -3c1(-3)t -3c2t(-3)t + ¼ 
yc = c1(-3)t + c2t(-3)t + ¼ 

  ها  استفاده از ماتریس -12-2-2
توان  ها می  ماتریسبرج هم درم خطی از چند قضیه یتفاضلبراي حل دستگاه معادلات   

  . کنیم ها را مرور می براي یادآوري چند نکته از جبر ماتریس. استفاده نمود
 نترمینادف کنیم  را حذامjو ستون ام i ردیف nxn به ابعاد A=[aij]اگر در ماتریس    

  :داریم را مینور بنامیم |Aij| بعبارت دیگر اگر .نامیم  میA را مینور ماتریس لماتریس حاص

nnjnjnnn

nijijiii

nijijiii

njj

ij

aaaaa

aaaaa
aaaaa

aaaaa

A

,1,1,21

,11,11,12,11,1

,11,11,12,11,1

11,11,11211

LL

MOMMOMM

LL

LL

MOMMOMM

LL

+−

+++−+++

−+−−−−−

+−

=                            )     159(  

  :نویسیم  را با استفاده از مینور به شکل زیر میcijفاکتور وک
Cij= (-1)i+j |Aij|                                                                                                  )160(  
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  :نویسیم  آنرا به شکل زیر با استفاده از ترانسپوز ماتریس کوفاکتور میadjointالحاق ماتریس یا 
Adj A= [cij]T                                                                                                         )161(  

   :توان نشان داد که می
A(adj) = (adj A)A= |A|I                                                                                   )162(  

   : برابر خواهد بود باAبا استفاده از تعریف فوق واضح است که معکوس  

A-1= 
|| A
Aadj

                                                                                                     )163(  
 . باشد دستگاه معادلات مزبور همگن خواهد شدK=0توجه کنید اگر ) 157(حال به معادله 

   :کنیم تعریف می
P*(E)= adj P(E) ,    yt = xt P*(x)                                                                      )164(  

   :کنیم را بازنویسی می) 157(حال معادله 
P(E) xt P*(x)= 0                                                                                  )165              (  

  :نظر بگیرید قضیه زیر را در
  20 قضیه
   :خواهیم داشتباشد  E از n یک پولی نومیال از مرتبه P(E) هر عدد دلخواهی باشند و x, kاگر 

P(E) kxt P(x)                                                                                                    )166(  
   : زیرا

P(E)kxt = (a0En+a1En-1+…+an-1E+an)kxt = ka0xt+n+ka1xt+n-1+…+kan-1xt+1+kanxt 
             = kxt(a0xn+a1xn-1

 +…+an-1x+an) = kxt P(x) 
  :وان به شکل زیر نوشتت را می) 165(پس عبارت 

P(E)xtP*(x)= xtP(x)P*(x)= 0                                                                            )167(  
   :)162(تفاده از و با اس

P(E)xtP*(x) = xt I |P(x)|= 0                                                                              )168(  
   :توان نتیجه گرفت پس می

|P(x)|= 0                                                                                                           )169(  
  :به عبارت دیگر قضیه زیر ثابت شده است
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  21قضیه 
ــر  ــشه از xjاگ ــک ری ــه   ی ــانی دمعادل ــد و )169(ترمین pi باش

*(x)  ــتون از ــک س ــد                     P*(x) ی  باش
yt=xj

tpi
*(xj) همگن زیر استیتفاضل  یک جواب دستگاه معادله  :  

P(E)yt= 0                                                                                                         )170(  
   22 قضیه
  باشند و هیچکدام از آنها مضاعف نباشند ) 169(ترمینانی دهاي معادله   ریشهx1,…,xnاگر 

yt = ∑
=

w

j 1

vj xj
t pi

*(xj)                                                                                       )171(  

  . باشد  ثابت دلخواه میvjخواهد بود که ) 170 (یتفاضلیک جواب دستگاه معادلات 
*y یک مقدار ثابت باشد و aزیرا اگر    

t باشد داریم) 170( جواب:   
P(E)(y*

t+ y**
t)= P(E) y*

t + P(E) yt
**= 0+ 0= 0 

هـاي   اسـت زیـرا ثابـت   ) 170( همگن   تفاضلیجواب عمومی معادله    ) 171 (توان نشان داد که     می
 یتفاضـل تگاه معـادلات  س ـل دح ـحـال مجـدداً بـه    . باشـد   شـرایط اولیـه مـی   تعـداد دلخواه آن بـه   

  :بپردازیم) 157(غیرهمگن 
  23قضیه 

بر است با حاصل جمـع خـاص آن و جـواب عمـومی     ابر) 157(جواب عمومی دستگاه معادلات  
   .)170(دلات همگن شده دستگاه معا

  P(E)xt= 0                                         :              باشد داریم) 170( جواب عمومی xtزیرا اگر  
 P(E)zt= -k :                                              باشد بنابراین) 157( جواب خاص ztفرض کنید  و 

   :کند می صدق ) 157(عادله در م) xt+ zt( واضح است که 
P(E)(xt+zt)+k= P(E)xt+P(E)xt+k=0-k+k= 0 

تابع مکمل  . داریماب خاص و تابع مکمل وپس براي بدست آوردن جواب عمومی احتیاج به ج        
 یک kاگر . توان بدست آورد  می22 و 21 ايیالات خلاصه شده همگن را با استفاده از قض       دمعا

   :توجه کنید به بسط زیر. شود  خیلی ساده میبردار ثابت باشد حصول جواب خاص
P(E)b= a1En b+ a2En-1 b+…+ anb = a1b + a2b +…+ anb = P(1) b 

ثابـت   بـردار  yt اگر بجاي بردار .گردیم برمی) 157( حال به معادله     . یک مقدار ثابت است    b که  
bرا جایگزین کنیم خواهیم داشت :   
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P(E) b+k = P(1) b+ k= 0                                                                                )172(  
 . همگـی اعـداد ثابـت هـستند    pij(1) زیـرا  .حل نمود bتوان براي بردار  این دستگاه را براحتی می    

  : برابر خواهد بود باbپس 
) 173(                                                                                                            b= -P-1(1) k 

  :بدین ترتیب جواب عمومی برابر خواهد بود با

yt= ∑
=

w

j 1

vj xj
t P*

i (xj) + b                                                                                 )174(  

  6-12مثال 
   : حل کنیدy10=1 , y20=1 زیر را با شرایط اولیه یفاضلتدستگاه معادلات 

y1,t+2 – 2y1,t+1 + y1,t + y2,t+1 + 5y2,t + 5= 0 
y1,t+1 – 2y1,t + 2y2,t+ 7= 0 

  :نویسیم  میEاپراتور از دستگاه همگن شده فوق را با استفاده 









=

















−
++

0
0

22
5E12E - E

,2

,1
2

t

t

y
y

E
 

  :نویسیم را می) 169(ترمینانی دمعادله 

0
22

5x12x - x
)(

2

=








−
++

=
x

xP    ==>    x2 – 7x+ 12= 0 ==>   x'=3 , x"= 4 

             :دهیم  را تشکیل میP(E) ماتریس الحاقی 







+−−

+
=

12E - E)2(
5)(E-2

)( 2E
E*P 









−

==
41
8-2

)3()'( *P*P x ,       







−

==
92
9-2

)4()"( *P*P x :پس             

                    :                                22با استفاده از قضیه 







−

+







−

=







2

2
4

1
2

3 21
,2

,1 tt

t

t vv
y
y  

 ایـن موضـوع باعـث   . ایـم  هاي الحـاقی را انتخـاب کـرده    هاي اول ماتریس    که بطور دلخواه ستون   
 b2براي یافتن جواب خاص مقادیر  .باشند می مقادیر دلخواه 72و 71شود زیرا  اشکالی نمیایجاد 

 b1 آوریم  بدست میبه شکل زیر) 173(و ) 172(را با استفاده از:  


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  :E=1دهیم   قرار میP(E)b= bP(1) چون 









−=
















− 7

5
21
60

2

1

b
b

      ==>    b1= 
6

32
 , b2= -

6
5

 

  :جواب عمومی برابر خواهد بود با) 174(با استفاده از 

y1,t= 2v13t + 2v24t + 
6

32
  

y2,t = -v13t – 2v24t - 
6
5

 

 خـواهیم داشـت  v2 , v1حل بـراي  و با  در معادلات فوق y2,0=y1,0=1 و t=0با قراردادن 
3
1

v1=-

v2=2.5 ,. ائی عبارت خواهد بود ازهجواب ن:   

y1,t= -5(3)t + 
3
2

(4)t + 
6

32
 

y2,t= 2.5(3)t - 
3
2

(4)t - 
6
5

 

   خطی یتفاضلبحث در دستگاه معادلات  -12-3
 یک هتوان ب  خطی را مییتفاضلر دستگاه معادلات ههاي قبل گفتیم که  در قسمت   

توان به  ین دستگاه معادلات را میبه طور کلی ا.  خطی با مرتبه یک تبدیل نمودیتفاضلدستگاه 
   :شکل زیر نوشت

y1,t+1= a11 y1,t + a12 y2,t +…+ a1n yn,t + k1 
y2,t+1= a21 y1,t + a22 y2,t +…+ a2n yn,t + k2 

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                     )175                    (      
yn,t+1= an1 y1,t + an2y2,t +…+ ann yn,t + kn 

 را کم yn,t+1 ,…, y2,t+1 , y1,t+1به ترتیب مقادیر ) 175(از سمت چپ و راست معادلات دستگاه 
  :  حاصل برابر خواهد شد با.کنیم می

a11 y1,t - y1,t+1+ a12 y2,t           +…+ a1n yn,t            + k1 =0    
a21 y1,t           + a22 y2,t - y2,t+1 +…+ a2n yn,t            + k2 =0 

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                 )176(  
an1 y1,t           + an2y2,t            +…+ ann yn,t - yn,t+1 + kn =0 

دستگاه ) کرکتریستیک(ترمینانی دبوضوح پیداست که معادله ) 169(و ) 176(ده از با استفا
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  :توان به شکل زیر نوشت را می) 175(

0)(

21

22221

11211

=

−

−
−

=

xaaa

axaa
aaxa

x

nnnn

n

n

L

MOML

L

L

A                                                 )177(  

  :واهد بود و به شکل زیر خxنومیال برحسب  فرم بسط یافته دترمینان فوق به صورت یک پولی
 xn + R1xn-1 +…+Rn-1x + Rn = 0 

  24قضیه 
ــال      ــولی نومی ــه پ ــدار ) 178(در معادل ــشه )  xn-1ضــریب  (R1مق ــر مجمــوع ری ــاي  براب ه
هـا   ریشهضرب  حاصل ربراب) 178(در ) جمله ثابت  (Rn مقدار. باشد   می -1 ضرب در    نومیال  پولی

   .) است8این قضیه تعمیم قضیه  (.باشد  میn(1-)ضرب در 
 کنـد   بنامیم قضیه عامل جبـر بیـان مـی   xn,…,x2,x1هاي معادله کرکتریستیک را        اگر ریشه  :اثبات
 xn + R1xn-1 +…+ Rn-1 x+Rn = 0 = (x- xn)…(x-x2)(x-x1)                                          :که

  : خواهیم داشتآنها بندي  با ضرب مقادیر سمت چپ و دسته
xn–(x1+x2+…+xn

) xn-1+…+(-x1)(-x2)…(-xn)= xn+R1xn-1+…+Rn= 0 
  :توان نوشت پس می

R1= -(x1+x2+…+xn), Rn= (-1)n(x1x2…xn)                                                        )179(  
  25قضیه 

) trace(اي مجمـوع عناصـر قطـر اصـلی        ه ـنمبرابـر اسـت بـا       ) 178( در معادلـه     R1مقدار     
  :به عبارت دیگر.  استx=0که در آن ) 177(ر  د|A(0)|ترمینان د

R1= -(a11+a22+…+ann)                                                                                              )180(  
   : به عبارت دیگر.|A(0)|ان نمیدترضرب در  n (1-)برابر است با ) 178( در معادله Rn و همچنین 

Rn= (-1)n |A(0)|                                                                                                )181(  
هـا    مـاتریس بـر ج  دراي قضیهدانیم که طبق     می .کنیم   را ثابت می   n=2براي سهولت اثبات حالت     

را شد آن دترمینان  جمله باومرکب از مجموع د) هایش  ا ردیف ی(هایش    ترمینان ستون داگر یک   
   :به عبارت دیگر. ترمینان مجزا نوشتدبرحسب دو توان  می
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2221

1211

2221

1211

222221

121211

ba
ba

aa
aa

baa
baa

+=
+
+

 

   :دهیم ترمینان زیر را بسط میدبا استفاده از این قضیه 
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0
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0
(0)

22

12

21

11

2221

1211 =
−

−
+

−
+

−
+=

x
x

a
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A  

0(0) 2
2211

2221

1211 =+−−= xxaxa
aa
aa

A  

0)((0)
2221

1211
2211

2 =++−=
aa
aa

xaxaxA  

  بـراي حالـت  .مـشاهده نمـود  ) 181(و ) 180(توان در این حالت طبـق    را میRn , R1که براحتی 
   :توان نتیجه گرفت بنابر  قضایاي فوق می .توان از همین روش قضیه را اثبات کرد  نیز میn کلی

  26 قضیه 
) 175(اول همگـن    مرتبـۀ    یتفاضـل هاي کرکتریـستیک دسـتگاه معـادلات          مجموع ریشه    

هاي آن مـساوي   است و حاصل ضرب ریشه) x=0( ماتریس کرکتریستیک دستگاه با  traceبرابر  
  . باشد می) x=0(ترمینان دستگاه در د

در مـورد  را  ضـوع قبل از اینکه به بحث در مورد ثبـات پویـاي تعـادل بپـردازیم چنـد مو             
   :شویم هاي مختلط یادآور می ریشه
   .=i−1 .ندوش  ظاهر میc+di , c-diهاي  به شکل مزدوجنومیال  هاي مختلط پولی ریشه

 c+di + c–di = 2c    مجوع دو ریشه مزدوج مختلط برابر است با 

 c2+d2≥0 =(c-di)(c+di)    ضرب دو ریشه مزدوج مختلط برابر است با 

22هاي مزدوج برابر است با  مدول یا قدرمطلق ریشه dc +|c+di|=  

  :اگر قدرمطلق دو ریشه مزدوج مختلط کمتر از یک باشد براي قدرمطلق و مجموع آنان داریم
     c2+d2 <1  ,  2c<2 
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باشـد کـه بـه      ریـشه مخـتلط مـی   2K ریشه حقیقـی و  Rداراي ما  حال فرض کنید معادله        
از یـک    ریـشه حقیقـی کمتـر    R اگر قدرمطلق هر کدام از      .صورت مزدوج مشاهده خواهند شد    

 5و با استفاده از موضوع ذکر شده در . خواهد بودکمتر باشند مجموع قدرمطلق آنان نیز از یک       
هاي مختلط کمتر از یک باشد مجموع قـدرمطلق آنـان کمتـر      بالا اگر قدرمطلق هرکدام از ریشه     

  .  باشدR+2kها باید کمتر از  به عبارت دیگر مجموع قدرمطلق تمام ریشه.  خواهد بود2Kاز 
  27قضیه 

   : بعبارت دیگر. استn کمتر از A(0) ماتریس traceبا ثبات باشد قدرمطلق ) 175(اگر دستگاه 
Tr |A(0)|<n                                                                                                       )182(  

  28 قضیه
  .  کمتر از یک استA(0)لق دترمینان کرکتریستیک باثبات باشد قدرمط) 176(اگر دستگاه 

Abs|A(0)|<1                                                                                                     )183(  
کنیم که  ط یادآوري میق ف.شود می اثبات دو قضیه فوق واضح است و به عهده خواننده گذاشته 

نومیال کرکتریستیک باید کمتر از  یهاي پول  ت بودن این است که قدرمطلق کلیه ریشه       شرط باثبا 
  . یک باشد

. توان بیان نمود که کاربردهـاي خـاص خـود را دارد       قضیه دیگري راجع به ثبات نیز می         
 |A(x)| جمله با بالاترین درجه در پـولی نومیـال کرکتریـستیک          n(x-)قبل از همه توجه کنید که       

 و دش ـد ن ـخواهکوچـک  ) xn-( به سمت بینهایت برود تمام جملات در مقایسه با   xاگر  . باشد  می
 )xn-(بنابراین مقـدار دترمینـان داراي علامـت    .  شود)xn-(علامت  ر دترمینان باید هم  امقد بنابراین

 به سمت x همینطور اگر . فرد باشد منفی خواهد بود    n زوج باشد مثبت و اگر       nاگر  . خواهد بود 
همیـشه مثبـت   باید  )xn-( خواهد بود اما    )xn-(علامت    مزبور هم  نترمیناد بینهایت میل کند     منهاي

اي بـا   بات است معادله کرکتریستیک آن نباید ریشه    ثحال اگر دستگاه با   .  منفی است  xباشد زیرا   
توانـد بـین یـک و      کرکتریـستیک نمـی  نترمینـا د بنـابراین  .قدرمطلق بزرگتر از یک داشـته باشـد     

 باید همان علامتی را x=1 پس در .بینهایت تغییر علامت دهدیک و منهاي ت یا بین منهاي   بینهای
 بـه  .داشـته باشـد    را∞-=x بایـد علامـت در   x=-1دارد و همچنـین در  ∞=x داشته باشـد کـه در   

   :عبارت دیگر
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  29قضیه 
 بایـد  n  برحـسب زوج یـا فـرد بـودن     x=1 زیـر در     نترمینـا دباثبات باشد براي    ) 176(اگر سیستم   
   :داشته باشیم
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 x=-1همچنین براي 
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A                                                )185(  

 ت براي ثبامشرط لاز این است که آنان 29 و 28 و 27نکته قابل توجه در مورد قضایاي    
نظـر هرکـدام از     بـدین ترتیـب اگـر دسـتگاه مـورد        .نماینـد نـه شـرط لازم کـافی را            مـی  طرحرا  
تـوانیم مطمـئن باشـیم      ولی نمی .ثبات است   برآورده کند بی  نتوانست  هاي قضایاي فوق را       زمونآ

 دای ـبالـت  در ایـن ح . کند حتماً باثبـات اسـت    هاي مزبور را برآورده می      که دستگاهی که آزمون   
  . ام بحث شد یکی یکی محاسبه شوندn مرتبه یتفاضل که در فصل معادلات شرهاي  ترمیناند
از آنجـا کـه مجمـوع و حاصـل ضـرب      . توان ذکر کـرد  قضیه دیگري در مورد ثبات می        

   :توان گفت  می26باشد با کمک قضیه   می، مثبتچند عدد مثبت
  30 قضیه
هـاي منفـی    نظر باید ریشه یا ریشه نفی یا صفر باشد دستگاه مورد     ترمینان دستگاه م  د یا   traceاگر  

  . این قضیه بدین معنی است که چنین دستگاهی داراي نوسان خواهد بود. و یا مختلط داشته باشد
  هاي مرتبه اول با ضرائب غیرمنفی  دستگاه -12-3-1

 .ان به شکل زیر نوشتتو ها می ماتریس با استفاده ازرا دستگاه معادلات همگن مرتبه اول    
   :آید ولی همگن شده آن بدست می) 157(این تلخیص با استفاده از دستگاه 

yt+1 = Ayt  ,             y0= c0  186(                                                                شرایط اولیه(  

   زوج باشدnاگر 
   فرد باشدnاگر 
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) 186(دستگاه . باشند  میnxn به ابعاد ییس ماترA و nx1 بردارهائی به ابعاد c0 , y0 , yt+1 , ytکه 
 y1=Ay0 , y2=Ay1=A2y0 ,…, yt=Aty0:                           زیرا. توان حل نمود را به راحتی می

   : شرایط اولیهیبا جایگزین
yt= Atco                                                                                                                    )187(  

یس رستون ماتهر هاي  رمبا این حساب نُ. غیرمنفی باشند) 186( حال فرض کنید ضرائب دستگاه 
A گیریم و نرم ماتریس   عناصر آن ستون مدنظر میرا مجموعAها   را بزرگترین مجموع ستون
  :پس. گیریم نظر می در

  31 قضیه
  کمتر یا مساوي یک باشد دستگاهAد اگر نرم نرمنفی باش غیAماتریس عناصر اگر تمام    

تواند بزرگتر از یک  تواند غیرمیرا و واگرا باشد زیرا قدرمطلق بزرگترین ریشه نمی  نمی)186(
  .  کوچکتر از یک باشد دستگاه مزبور باید باثبات باشدAاگر نرم . باشد

نماید تا یک  را بیان میاین قضیه برخلاف قضایاي قبلی یک شرط کافی براي ثبات    
همچنین نگاه کنید به . (عنوان نمودرا توان بطور خلاصه موارد زیر  ثبات میا براي .شرط لازم

Baumol (1970), Bidabad, Bidabad (1990)(.   
 At=AAt+1و... وA2=A*A غیرمنفی هستند پس تمام عناصر Aچون تمام عناصر ماتریس  -1
 .  غیرمنفی خواهند بودنیز

 باید بزرگتر از Aواگرا باشد بدین معنی است که عناصري از ماتریس ) 186(گاه اگر دست -2
 . نهایت میل کنند  به سمت بیAtا عناصري از تیک باشند 

همگرا است و هرکدام از عناصر ) صفر( به سمت تعادل خودش ytاگر دستگاه باثبات باشد  -3
Atباید به سمت صفر میل کنند  . 

بدین   نیز افزایش خواهند یافت وAt عناصر tرا باشد با افزایش ثبات و واگ اگر دستگاه بی -4
 .    باید بیش از یک باشدAtرم نبنابراین .  باید بیش از یک باشندAمعنی است که بعضی از عناصر 

فر ص نیز باید به سمت At تمام عناصر ، به سمت صفر میل نمایدAtرم ناز طرف دیگر اگر  -5
 . دنمیل نمای

 باید Atرم حاصل ضرب آنها ن کمتر یا مساوي یک باشند At-1و   Aیس رم دو ماترناگر  -6
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 .  خواهد بودAt-1و  A هاي رمن کمتر یا مساوي حاصل ضرب Atرم نکمتر یا مساوي یک باشد و 

 .  خواهد بودrt کوچکتر یا مساوي Atرم ن و کوچکتر از یک است r مساوي Aرم ناگر  -7

   برداري یتفاضلمعادلات  -12-4
ر دستگاه ت ها بطور تکنیکی ن قسمت سعی ما بر این است که با استفاده از ماتریسدر ای   

توانند این  ها تسلط ندارند می  جبر ماتریسهکه بخوانندگانی .  را بررسی نمائیمیتفاضلمعادلات 
  .Dhrymes (1974) براي توضیح در این قسمت رجوع کنید که به. قسمت را حذف نمایند

  :اگر. کنیم  ضرائب ثابت را به شکل زیر تعریف میا خطی ب یاضلتفدستگاه معادلات   
|A0|≠0                                                                                                               )188(  

  : کنیم پس تعریف می
A0yt + A1yt-1+ A2yt-2 +…+ Anyt-n= g(t)                                                           )189(  

. باشند  میmx1اي ستونی ه بردارg(t) و yt و mxmهاي ضرائب ثابت  ماتریس Ai , i=1,...,nکه 
  . شود  نیز نامیده میn برداري مرتبه یتفاضلدستگاه فوق معادله 

   برداري مرتبه اول یتفاضلمعادلات  -12-4-1
توان به یک دستگاه معادلات  اري را همانطور که در قبل دیدیم می بردیتفاضلهر معادله    

این فرض از عمومی بدون .  استA0=Iفرض کنید که . مرتبه اول با ضرائب ثابت تبدیل نمود
xt= (yT                                              :کنیم تعریف می. کاهد مینمسئله 

t, yT
t-1 , … , yT

t-n+1)T  





















 −−−−

=

−

0I00

00I0
000I
AAAA

A

L

MMOMM

L

L

L nn 121

*                                                  )190(  

   :توان به شکل زیر تعریف کرد را می) 189(معادله همگن شده 
xt= A* xt-1                                                                                                         )191(  

  . دشوتواند به این شکل تعریف  بطورکلی می) 189(معادله 
xt = A*xt-1 + e.1⊗ g(t)                                                                                     )192(  

  عضوي است که همه عناصر آن بجز اولی صفر است و عنصر اول آنnنی و بردار ستe.1که 
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   :ی برداريتفاضلگردیم به بررسی معادله   حال برمی.باشد  میکرانکر ضرب ⊗باشد و یک می
yt = Ayt-1 + g(t)                                                                                                )193(  

فرض . باشند  میmx1 بردارهاي ستونی g(t) , yt-1 , yt ضرائب ثابت و mxm ماتریس Aکه 
و ) 193( است که در xtبرداري چون ) 193(جواب باشد  شدن قطري قابل Aکنید ماتریس 

00شرایط اولیه  yy به دو قسمت تابع مکمل و جواب  مسئله را همانند قبل . صدق نماید=
   :گیریم ظر مین مکمل دستگاه همگن زیر را در  براي بدست آوردن تابع.کنیم خاص تقسیم می

yt= Ayt-1                                                                                                               )194(  
 yt=ckt               :                                         دهیم را مورد استفاده قرار می اب آزمایشی زیرجو

جایگزین ) 194(این جواب را در . باشد ر میل یک اسکاk عضو ستونی و m یک بردار cکه 
  ckt-1= 0 (kI-A)                                 :کنیم می

 c = 0 (kI-A):                                           کند پس  را تولید میyt= 0 جواب مبتذل k=0چون 

 kI-A|=0|:                                       ذل دارد کهتغیرمبجواب  همگن فوق بر این شرط دستگاه

  .دهد  برداري را تشکیل مییتفاضل این شرط معادله کرکتریستیک معادله 
تابع مکمل ، کنیم هاي کرکتریستیک تعریف می  را بردارها و ریشه})ki,c.i);i=1,… ,m({اگر

  :برابر خواهد بود با

yc = ∑
=

m

i 1
di c.i ki

t                                                                                             )195(  
  اگر .  مقادیر دلخواه هستند که باید با شرایط اولیه مشخص شوندdi، i=1,…,m که

c= (c.1 , c.2 , …, c.m) , K= diag (k1 , k2 , … , km) ,    d=
















md

d
M
1

  

  yc= cKtd                                                                      :توان به شکل زیر نوشت  را می)195(
00که با شرط اولیه  yy   cK0d= cd0y =:                    عناصر باید طوري انتخاب شوند که=

  0yd=c-1 :                                     غیرمفرد است پسc قابل قطري شدن است A از آنجائیکه 
 0y yc= cKtc-1:                                                                  برابر خواهد بود با ) 196(و نهایتاً 

   :نویسیم را به شکل زیر می) L )193 با استفاده از اپراتور .پرازیم حال به محاسبه جواب خاص می
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(I-AL) yt = g(t)    ==>    yt= (I-AL)-1 g(t) 
ا مختلط  ی حقیقیQتوانیم معکوس فوق را براي یک متغیر   با استفاده از ایزومورفیسم می

ترانسپوز  (I-AQ (adjoint) براي این کار ماتریس الحاقی. آوریم بدست I-AQنامعلوم از 
        ترمینان یک ماتریسدکوفاکتور  که هر  آنجائیاز .نویسیم را می) ماتریس کوفاکتورها

)m-1)x(m-1( است شبیهیباشد ماتریس الحاقی ماتریس می                          :B(Q)= [bij(Q)] 

همچنین احتیاج . باشند  میQ برحسب m-1هائی از درجه حداکثر  النومی  پولیbij(Q)عناصر 
  : توان نوشت  می k= Q-1براي .  را بدست آوریمI-AQترمینان دداریم که 

|I-AQ|=|Q(kI-A)|=Qm| kI-A|=Qm∏
=

m

i 1

(k-ki)= Qm km∏
=

m

i 1

(1-Qki)=∏
=

m

i 1

(1-Qki) 

∏(I-kiL)                                                                                   :راینبناب
=

m

i 1

a(L)= |I-AL|=  
 ki| <1  i= 1,… , m|:                                                             دبا ثبات باش) 193(اگر دستگاه 

(I-AL)-1 = ]
)(a
)([

L
Lbij

I-ALپس معکوس                       .شود  بخوبی به شکل زیر تعریف می  

 و مخرج از درجه m-1 صورت حداکثر از درجه .نومیال است  پولیوهر عضو نسبت دبنابراین 
m0 برداري با شرایط اولیه یتفاضلمعادله ) ائیهن(جواب عمومی . باشند  میyبرابر خواهد بود  :  

yt= cKtc-1
0y  + (I-AL)-1 [(1- t0δ )g(t)]                                                             )197(  

       :               شود شکل تعریف میاین باشد که به  ی  مر دلتاي کرانکt0δکه 




=
≠

=
ji
ji

ij 1
0

δ 

   n برداري مرتبه یتفاضلمعادلات  -12-4-2
 این معادله کاربرد زیادي در .گردیم برمی) 189( برداري یتفاضلمعادله به حال مجدداً 

مسائل اقتصاد سنجی دارد زیرا شکل عمومی معادلات ساختاري الگوهاي اقتصاد سنجی پویا 
براي حل معادلات که اي حل این دستگاه دقیقاً روشی را بر. شوند همانند آن تعریف می

را ) 189 ( دستگاهبراي سهولت. ام خطی معمولی بکار بردیم دنبال خواهیم کردn مرتبه یتفاضل
   :نویسیم با همان تعاریف قبلی به شکل زیر می

A0yt+ A1yt+1 + …+ Anyt+n = g(t)                                                                      )198(  
  : را همگن نموده) 198(براي بدست آوردن تابع مکمل 
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A0yt+ A1yt+1 + …+ Anyt+n = 0                                                                          )199(  
  . بریم  زیر را بکار میی جواب آزمایش

yt= c kt                                                                                                                       )200(  
جایگزین ) 199(را در ) 200( رابطه .باشد  یک اسکالر میk عضوي و m یک بردار ستونی cکه 

  :ستولید خواهد کرد پ) 200(لی براي تذ جواب مبk=0. کنیم  تقسیم میktو طرفین را بر 
(A0+A1k+ A2k2+ …+ Ankn) c= 0                                                                     )201(  

فقط اگر ماتریس داخل پرانتز و  خواهد بود اگر c این دستگاه داراي جواب غیرمبتذل براي 
  : به عبارت دیگر باید داشته باشیم.مفرد باشد

| A0+A1k+ A2k2+ …+ Ankn| = 0                                                                       )202(  
.  جواب آن نیستk=0 باشد A0|≠0| خواهد بود و اگر mnنومیال فوق حداکثر از درجه  پولی

 .کنیم ذاري میگ ارهمبه ترتیب مقدارشان شرا  آنها .باشند متمایز می) 202(هاي  فرض کنید ریشه
بدین ترتیب با استفاده . خواهیم داشت) 201 (يبرا c.i یک بردار ki , i=1,…,mnریشه براي هر 

   :خواهیم داشت) 200(از 
yi

t= c.i kt
i        i=1,…,mn                                                                                  )203(  

  :خواهیم داشت) 199(در ) 203 (یزینبا جایگ. باشد می) 199(یک جواب ) 203(که 
(A0c.i+ A1c.iki+ A2c.ik2

i+ …+ Anc.ikn
i) kt

i= F(ki, c.i)                                       )204(  
چپ صفر سمت وقتی برابر صفر خواهد بودکه پرانتز F(ki,c.i)   است ki|≠0| که از آنجائی

   :باشند پس) 21(جواب  طوري انتخاب شدند که ki , c.iولی چون . باشد
F(ki, c.i)= 0                                                                                                      )205(  

yiدهد  که نشان می
t اگر . باشد می) 199( یک جواب دستگاهdiر بگیریم ظن  را ثابت دلخواه در

   :یر نوشتبه شکل زتوان  را میتابع مکمل 
yt= ∑ =

mn

i 1
dic.ikt

i                                                                                                )206(  
توان این کار را کرد   براي مثال اینکه چگونه می. را باید بوسیله شرایط اولیه تعیین نمودdiمقادیر 

  :  داریم)206(اند بنابراین با استفاده از   داده شدهy0, y1, y2 ,…, yn-1یط اولیه فرض کنید که شرا
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y0= ∑ =

mn

i 1
dic.i 

y1= ∑ =

mn

i 1
dic.i ki 

:::::::::::::::::::::::::::::                                                                                         )207(  
yn-1= ∑ =

mn

i 1
dic.i ki

n-1 

   :کنیم  را به شکل زیر تعریف میC ماتریس 












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




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−−− 11
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c.c.c.

c.c.c.
c.c.c.

C

L

MOMM

L

L

                                                   )208(  

   :به شکل زیر نوشت) 208(توان بر اساس  را می) 207(دستگاه 

y= Cd         



















=
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ny
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M

     



















=

mnd

d
d

M
2

1

d                                                            )209(  

   : برابرخواهد بود باd بردار )C|≠0|( غیرمفرد باشد C بنابراین اگر 
d= C-1 y                                                                                                           )210(  

 داشته باشد و اگر *k ریشه مساوي rهاي مضاعف باشد یا به عبارت دیگر اگر  ریشه) 202(اگر 
   : برابر خواهند بود با*kهاي مرتبط با   است جواب*k*، cبردار مرتبط با 

c*k*t , c*tk*t ,…, c*tr-1k*t                                                                                      )211(  
     yt= g(t) (A0+ A1E+ …+ AnEn):نویسیم را به شکل زیر می) 198(براي یافتن جواب خاص 

 yt= (A0+A1E+…+AnEn)-1g(t):                      به عبارت دیگر جواب خاص جوابی است که

   :د باجواب عمومی بدین ترتیب برابر خواهد بو
yt= (A0+A1E+…+AnEn)-1[1-δ0t -δ1t- … - δn-1,t)g(t)] + ∑ =

mn

i 1
dic.ikt

i                 )212(  
  16تمرین 
  :هاي معادلات زیر را حل کنید دستگاه
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2ut+1 + vt+1 = ut + 3vt                                                                                                  1-  
ut+1 + vt+1 = ut + vt 
yt+1 – tzt= 0                                                                                                           2-  
zt+1 – 4tyt= 0 
ut+1 = put + qvt                                                                                                                         3-  

vt+1= (1-p)ut + (1-q)vt                    1-p+q≠0 
  .   حل کنیدp+q=0-1 را با شرط3 مسئله -4

2ut+1 + vt=2 = 16vt                                                   5-                                                      
ut+2 – 2vt+1 = 4ut 

  . لات زیر بحث کنیددل را در دستگاه معاد ثبات پویاي تعا31 تا 27با استفاده از قضایاي  -6
y1,t+1 = -2y1,t + y2,t                                                                                            -1 
y2,t+1 = 1.5y1,t- y1,t 
 
y1,t+1 = 0.9y1,t – 0.8y2,t                                                                                   -2 
y2,t+1 = 0.8y1,t + 0.9y2,t 
 

y1,t+1 = y1,t+ 
2
1

y2,t                                                                                         -3 

y2,t+1 = 
2
1

y1,t + y2,t 
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   جزئی یتفاضلمعادلات  -13
  

اینگونه معادلات .  بودندt بررسی نمودیم تابع یک متغیر که را ییتفاضلتابحال معادلات 
بیش از یک باشد معادلات مورد  وقتی تعداد متغیرها .ی معمولی موسوم هستندتفاضلبه معادلات 

   :بطور مثال معادله زیر را در نظر بگیرید. شوند ی جزئی نامیده میتفاضلنظر معادلات 
zt+2,m -3 zt+1, m+1 + 2zt,m+2 = 0 

براي بررسی چنین معادلاتی . باشد  میm,tی جزئی است که تابع دو متغیر تفاضلیک معادله که 
در حالتی که بیش از یک متغیر گسسته در . دداً تعریف کنیم را مجتفاضلباید مفهوم اپراتور 

اپراتور . هاي جزئی تعریف کنیم ی جزئی را همانند مشتقتفاضلارد باید اپراتور دمعادله وجود 
) مثلاً زمان و مکان( دو متغیر گسسته m,tاگر . کنیم  جزئی را به این شکل تعریف میتفاضل
  : ر خواهد بود بابابر t نسبت به f تابع تفاضلباشند 

Δ1f(t,m)= f(t+1,m)- f(t,m)                                                                                )213(  
   : برابر است باm نسبت به f جزئی تابع تفاضلو همچنین 

Δ 2f(t,m)= f(t,m+1)- f(t,m)                                                                               )214(  
 را نیز با همین شباهت Eاپراتور جزئی . شوند ی جزئی نامیده میتفاضل  اپراتورهاي Δ 2 و Δ 1که 
  . توان تعریف نمود می

E1= 1+ Δ 1  , E2= 1+ Δ 2                                                                                                                        )215(  

اول این با استفاده از تعاریف فوق مثال . شوند  نیز به همین شکل تعریف میΔ i , Eiهاي  توان
E2)                                      : توان به شکل زیر نوشت  را میفصل

1 – 3E1E2 + 2E2
2) zt,m= 0 

ی جزئی را برقرار نماید تفاضلر تابعی که معادله ی معمول هتفاضلهمانند معادلات 
توان به  ئی عمومی را که از دو متغیر تشکیل شده باشد میزی خطی جتفاضلمعادله . جواب است

  :شکل زیر تعریف نمود
φ(E1 , E2) zt,m = f(t,m) 

را ) 216( جوابی که .باشد  میn از درجه و E2 , E1یال برحسب منو  یک پولیφ(E1,E2)که 
همانند . شود نامیده می) 216( تابع دلخواه باشد جواب عمومی nآورده نماید و داراي بر

تابع )  استf(t,m)=0یعنی در حالتی که () 216(ی معمولی از حل تابع همگن تفاضلمعادلات 
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را برقرار نماید جواب خاص ) 216(آید و همچنین هر جوابی که معادله کامل  مکمل بدست می
توان در بدست آوردن جواب  ی معمولی از قضیه زیر میتفاضلمانند معادلات ه .شود نامیده می

  . عمومی کمک گرفت
  23 قضیه

   .برابر است با مجموع تابع مکمل و جواب خاص) 216(ئی زی جتفاضلجواب عمومی معادله 
  ئی ز جیتفاضلحل معادلات  -13-1

 معمولی یتفاضلت هاي معادلا زئی را با استفاده از همان روشتفاضلی جمعادلات 
لات وجود دارد را دهاي کمی که در روش حل بین این دو دسته معا تفاوت. توان حل نمود می

    : کلی براي یافتن تابع مکمل ابتدا معادله همگنربطو. توان مرتفع نمود نیز با شباهت آنان می
φ(E1 , E2) zt,m = 0                                                                                             )217(  

به شکل ) 216(  را از zt,m سپس .آوریم  را به عنوان تابع مکمل بدست میzt,mکنیم و  را حل می
   :آوریم کلی زیر بدست می

zt,m = 
),(

1

21 EEϕ
 f(t,m)                                                                                   )218(  

تابع مکمل و جواب خاص را با یکدیگر جمع نموده و جواب . که جواب خاص خواهد بود
جواب عمومی را با در نظرگرفتن شرایط اولیه حل نموده تا جواب . آوریم عمومی را بدست می
لات دهائی است که براي معا هاي حل در اکثر حالات همان روش روش. نهائی حاصل شود

 تغییر ، تابع مولد، ضرائب تعیین نشده، همانند روش اپراتورها؛ معمولی بکار گرفتیمیتفاضل
هاي قبل مفصلاً توضیح   چون اینگونه مباحث را در قسمت. کاهش مرتبه و از این قبیل،پارامترها

  . هائی را مرور خواهیم کرد ی جزئی مثالتفاضلیم فقط در این فصل براي حل معادلات ددا
  1-13ثال م

  .  حل کنیدu0,m= m2 را با شرط اولیه ut+1,m -4ut,m+1=0 جزئی  یتفاضلمعادله 
   :نویسیم به شکل زیر می Eابتدا معادله فوق را با استفاده از اپراتور 

(E1-4E2) ut,m = 0  یا     E1ut,m= 4E2ut,m 
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لی مرتبـه اول بـا   ی معمـو تفاضـل معادله فوق تبـدیل بـه یـک معادلـه         .  را ثابت فرض کنید    mحال  
   :شود به  معادله فوق تبدیل میut,m= wt , 4E2= aکنیم  فرض می. شود ضرائب ثابت تبدیل می

Ewt= awt      ==>       wt= atc 
بـه  .  باشـد mتوانـد تـابعی از     ولـی مـی  تیک مقدار ثابـت اس ـ  است  نظر    مورد tکه   یمادام cکه  

 wt= atcm                       :توان نوشت تیب میبدین تر.  استmعبارت دیگر یک تابع دلخواه از 

ut,m = (4E2)tcm = 4tEt:                                        کنیم  را جایگزین می a,wtمقادیر معادل   
2cm  

  ut,m =  4t cm+t                                                                                                                :و یا

   :کنیم  حال شرایط اولیه را وارد می.باشد که جواب عمومی مسئله فوق می
u0,m= 40cm+0 = m2        ==>  cm+t = (m+t)2 

 ut,m = 4t (m+t)2:                                                             پس جواب نهائی برابر خواهد بود با

   2-13 مثال
  .  را حل کنیدut+1,m -2ut,m+1 = 3ut,m جرئی یتفاضلمعادله 

 ut,m= 0 (E1- 2E2-3):                                                                    نویسیم  میEمعادله فوق را برحسب اپراتور 

 E1ut,m = (2E2+3) ut,m                              :                                              و یا به عبارت دیگر

 1-12مثـال  هماننـد  . باشـد   مـی t معمـولی مرتبـه اول برحـسب         یتفاضـل معادله فوق یـک معادلـه       
 ut,m = (2E2+3)t cm                                                                                       : توان نوشت می

E2)t                                                                                                  :و یا

3
2

ut,m= 3t (1+ cm  
   :توان نوشت نم مییبا استفاده از بسط ب

ut,m=3t [1+t(
3
2

E2)+
!2

)1( −tt
(

3
2

E2)2+…]cm=3t[cm+
3
2

tcm+1+
9
2

t(t-1)cm+2+…] 

  3-13مثال 
    : را با این شرایط حل کنیدut,m = put-1,m + qut,m-1 جزئی تفاضلمعادله 

ut,0 = 0 t>0  اگر  
u0,m= 1 m>0             اگر  
p+q =1        p,q>1 

 E1E2 ut-1,m-1 = (pE2+qE1) ut-1,m-1                               : نویسیم ه شکل زیر میمعادله فوق را ب  
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pE-1) :                                                                                            و یا
1 + qE2

-1-1) ut,m =0 

qE-1:                         توان به اشکال زیر نوشت همچنین رابطه فوق را می
1ut,m = (1-qE-1

2)ut,m 

ut,,m1                                         :                                                    و یا
21 −− qE

p
E1 ut,m =   

   : پس.ی معمولی خواهد شدتفاضلرا ثابت فرض کنیم معادله آخر یک معادله  mاگر 

ut,m = t

qE
p )

1
( 1

2
−−

cm = pt (1-qE2
-1)-t cm= pt[1+t(qE2

-1)+
!2

)1( +tt
(qE2

-1)2+…] cm 

 […+ q2 cm-2 :          پس جواب عمومی برابر خواهد بود با
!2

)1( +tt
ut,m = pt [cm+ tq cm-1+  

 […+ q2 c-2            :   باشد خواهیم داشت   t>0 و   m=0حال اگر   
!2

)1( +tt
0 = pt [c0+ tq c-1+  

 … , c0= 0 , c-1=0  , c-2=0 :                                               توان نتیجه گرفت از این رابطه می

 cm=1 ,  m>0               :                                                                باشد داریمm>0 , t=0اگر 

   :توانیم بنویسیم  میm,t>0پس براي 

ut,,m = pt[1+ tq+
!2

)1( +tt
q2+…+

)!1(
)2)...(1(

−
−++

m
mttt

qm-1] 

  . که حواب نهائی خواهد بود
  4-31مثال 
  . را با استفاده از تابع مولد حل کنید 3-13مثال 

∑  ut,msm: کنیم  را به شکل زیر تعریف میGt(s)تابع مولد 
∞

=0m
 Gt(s)= ut,0+ut,1s+ut,2 s2+…=  

 از یـک تـا   mکنیم و مجموع را بـرروي    ضرب می  smی جزئی صورت مسئله را در       تفاضلمعادله  

∑ ut,m-1 sm:                      کنیم بینهایت حساب می
∞

=1m
ut-1,m sm + q ∑

∞

=1m

 = p  ut,m sm∑
∞

=1m

  

    Gt(s)- ut,0 = p[Gt-1(s) – ut-1,0] + qsGt(s): نویسیم  میGt(s)این رابطه را برحسب تابع مولد 

   :توان نوشت می u0,0= 0و همچنین ut-1,0= 0 وut,0= 0 داریم k≥1چون براي 
Gt(s)= pGt-1(s) + qsGt(s) 

Gt-1(s)                                                                    :          یا به عبارت دیگر
qs

p
−1

 Gt(s)=  
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G0(s) t:                                آخر داراي جواب زیر استیتفاضلاین معادله 

qs
p )

1
(

−
 Gt(s)=  

 :                       از طرفی داریم
s

s
−1

 G0(s)= u0,0 + u0,1s + u0,2 s2 + … = s+s2+s3 + …=  

:                                                                                              پس
)1()1( sqs

sp
t

t

−−
Gt(s)=  

                                    :                                          به عبارت دیگر
s

s
−1

 Gt(s)= pt (1-qs)-t  

Gt(s)= pt[1+tqs+
!2

)1( +tt
q2s2 + 

!3
)2)(1( ++ ttt

q3s3] [s+ s2+ s3+…]                  و یا:  
   :هاي فوق برابر است با  در حاصلضربsmضریب 

ut,m= pt [1+tq +
!2

)1( +tt
q2 +…+ 

)!1(
)2)...(1(

−
−++

m
mttt

qm-1] 

  .  است3-13که همان جواب مثال 
  5-13مثال 

ut+1,m – 4ut,m+1 = 6t2 جزئی تفاضل معادله 
m+4را حل کنید  .  

.  حال احتیاج به محاسبه جواب خاص داریـم   . پیدا کردیم  1-13تابع مکمل این مسئله را در مثال        
در . آوریـم  شده و روش اپراتورها بدست می نه از دو روش ضرائب تعیین        جواب را با استفاد    نای

      :کنیم روش ضرائب تعیین نشده یک جواب خاص به شکل زیر فرض می
ut,m= A1t2

m + A2tm+ A3t2 + A4t + A5m+ A6 
  : در معادله صورت مسئله خواهیم داشتی با جایگزین.مقادیر ثابت هستند A1,…,A6که 

-3A1t2m+(2A1–3A2)tm–(4A1+3A3)t2+(2A3–3A4-4A2)t+(A1+A2-3A5)m+A3+A4-
4A5-3A6=6t2m+4 

  :توان نوشت با قرار دادن ضرائب معادل می
-3A1=6,    2A1–3A2=0,    4A1+3A3=0,    2A3–3A4-4A2=0,    A1+A2-3A5=0,   
A3+A4-4A5-3A6=4 

A1= -2 , A2= -
3
4

 , A3= 
3
8

 , A4 = 
9

32
 , A5= -

9
10

 , A6= 
9
20

:پس خواهیم داشت           

ut,m=-2t2m - 
3
4

tm + 
3
8

t2 + 
9

32
t -

9
10

m +
9
20

:پس جواب خاص برابر خواهد بود با          
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تـوانیم معادلـه کامـل صـورت        می .آوریم  بدست می  همین جواب را با استفاده از اپراتورها چنین       
   :مسئله را چنین بنویسیم

21 4
1

EE −
(6t2m+4)=

21 43
1

∆−∆+−
(6t2m+4)=-

3
1

3/)4(1
1

21 ∆−∆−
(6t2m+4) 

= -
3
1

[1+ 
3
4 21 ∆−∆

+ 
9

)4( 2
21 ∆−∆

+…] (6t2m+4) 

= -2t2m - tm
3
4

+ 2

3
8 t + 

9
20

9
10

9
32

+− mt   

ut,m = 4tcm+t–2t2m-
9
20

9
10

9
32

3
8

3
4 2 +−++ mtttm :ر خواهد بود باجواب عمومی براب    

  6-13مثال 
  . هاي دلخواه هستند بدست آورید  ثابتi,j که itjm را با استفاده جواب 1-13جواب مثال 

   : خواهیم داشت.کنیم  را در معادله صورت مسئله جایگزین می ut,m= itjm: ةجواب فرض شد
it+1 jm – 4itjm+1= 0              ==>      i=4j 

 ut,m = (4j)tjm = 4tjt+m:                                                             ی فرض در جوابiبا جایگزین 

   :نیز جواب است خواهیم داشت  jمقدار  ها براي هر که مجموع این جواب  از آنجائی
∑ j

4t jt+m = 4t ∑ +
j

mtj = 4t ct+m 

  . باشد  می1-13که همانند جواب مثال 
   7-13مثال 

 و p , qبـا شـرط ثابـت بـودن      ut,m=put+1,m-1+qut-1,m+1 جزئـی  یتفاضـل جواب عمـومی معادلـه   
p+q=1بدست آورید .  

  ut,m= it,jm                          :کنیم جواب زیر را فرض می. کنیم این مسئله را به دو روش حل می
  :هیم داشت در معادله صورت مسئله خوایبا جایگزین

pi2 –ij + qj2= 0     ==>  i=j,
p
jq  

jtjm= jt+m , (
p
jq )t jm = jt+m (

p
q )t                                    ها برابر خواهند بود با س جوابپ:  
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Gt+m و Ct+m گیریم  نتیجه می، جواب است نیز جواب فوق خودوکه مجموع د از آنجائی
t

p
q )( 

t                   :نیز جواب هستند پس جواب عمومی برابر خواهد بود با

p
q )(Gt+m  ut,m = Ct+m + 

 با کمـی  .توانیم از روش دیگري بدست آوریم   همین جواب را می   .  توابع دلخواه هستند   G,Cکه  
 داده شـده برابـر عـدد یـک ثابـت      یتفاضـل ها در معادله   که مجموع زیرنویس  توجه واضح است    

  :توان به شکل زیر نوشت  و معادله را میg=t+m مشخص کنیم داریم gاگر این را با . است
ut,g-t = put+1,g(t+1) + qut-1,g-(t-1)  

                                                                                                                                                          ut,g-t = wt:دهیم قرار می

                                                                        wt= pwt+1 + qwt-1:        توان نوشت   پس می 

wt= c1+c2
t

p
q )( :شود با جواب برابر می. دشو میی براحتی حل لعموم تفاضلیاین معادله            

  : فرض شوند پسg=t+m باید به عنوان توابع دلخواهی از ثابت c2 , c1مقادیر 
 c1=Ct,m, c2=Gt+m  

   : به جواب زیر خواهیم رسیدut,g-t در wt  و همچنین wt این مقادیر در یبا جایگزین

ut,m = Ct+m + Gt+m
t

p
q )(  

  . که همان جوابی است که از روش اول بدست آوردیم
  17تمرین 

  . ئی زیر را حل کنیدزی جتفاضلمعادلات 
1-    ut+1,m + 2ut,m+1 = 0 
2-    ut+1,m + 2ut,m+1 = 0        u0,m = 3t+2 
3-    ut,m+1 + 2um,t+1 = 3tm-4t+2 
4-    ut+h,m -3ut,m+k = t+m 
5-    (E1E2-2)(E1-E2) ut,m= 0 
6-    ut+1,m+2 - ut,m = 2t-m 

7-    ut+1,m+1-ut+1,m = ut,m      ut,0




=
>

=
01
00

t
t

  

8-    ut+2,m+2-3ut+1,m+1 + 2ut,m = 0 
9-    ut+1,m + ut,m+1 = 0 
10-  ut,m = ut-1,m-1 + ut+1,m+1 
11-  ut+3,m-3ut+2,m+1 + 3ut+1,m+2 –ut,m+3 = 0 
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 153    ثبات پویاي تعادل

  

  خ تمریناتپاس
  

  1پاسخ تمرینات 
1:  161−         2:   161−                3:    2b5              4:   2b5+ d                         3-  

1:  323−        2:   323−               3:    3b5               4:   3b5+d                         4-  
y5= 2qd+ 12c                                                                                                        5-  

  2پاسخ تمرینات 
1:  8t+2               2: 3 15 +t      3:  4                     4: 3t2+12t+15       5: (t+3)2    1-  

6:  3t3+9t2+6t      7:  0                8: 2t2+14t+19      9:  2t2+14t+19    10:  4t2 = 9t 
  :1    خیر          :2بله                                                                                                          -2

1:  15t(4) + 20(3) – 14t(1) + 3        2:  -3t(-4) + 6t(-3)            3:  t(1) – t(-3)                    7-  
4:  24t(-5) -18t(-4) + 8                   5:  4t3 = 6t2 -16t + 28 
1:  1-3t(2)-2t(1)+2                        2:  2t(4) + 12t(3) + 19t(2) + 3t(1) + 7                       8-  

    3 پاسخ تمرینات
1:  yt= (-1)t10                             2:  yt= b( a1 )t             3:  -4(-3)5-t                      1-  

  4پاسخ تمرینات 
1:  yt= 3t + 1                               2:  yt= 3(4)t + 5(2)t         3:  yt= 2(3)t-5(2)t                1-  

4:  yt= 2(5)t + 6(-2)t                             5:  yt= 55(6)t + 2t+1       6:  yt= 3(2)t + 5(-2)t 

  5پاسخ تمرینات 
1:  x6+x2+x4+x3+x2+1= 0     2:  2x8–bx7+c= 0      3:  x8+d= 0     4: 1-x5=0     1-      

  6پاسخ تمرینات 

1:  yt= 3(5)t+2      2:  yt= 3(-3)t+1     3:  yt=5(
2
1

)t+2        4:  yt= -9(0.2)t+10       1-  
1:  yt=3(4)t+5(2)t-3        2:  yt=2(5)t+6(-2)t+1           3:  yt=3(2)t-5(-2)t-30           2-  
3:  yp= - ( )25 t         2:  yp= - 31 t       3:  yp= - 163       4:  yp=t3                                       3-  

  7پاسخ تمرینات 
1:  yt= a(-3)t+bt(-3)t                                                                             2:  yt= a(5)t+b+t(5)t                      1-  
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3:  yt= (10)t[2Cos(126.9°t)+3Sin(126.9°t)]+2     
4:  yt=(15)t[5Cos(36.9°t)+Sin(36.9°t)]  5: yt= (10)t[2Cos(53.1°t)+3Sin(53.1°t)]+1 

6:  yt= (15)t[5Cos(143.1°t)-Sin(143.1°t)]                7:  yt= 16Cos(90°t)-7Sin(90°t) 

1:  [-2.444]1010+2           2:  [-1.506]1010+1            3:  -16                                  2-  
1:  yt=c1(-3)t+c2(-2)t        2:  yt=2t              3:  yt= c1( 32− )t+c2(-2)t                              3-  

4:  yt=
6
5

(3)t+
6
7

(-3)t     5:  yt=4(-
2
3

)t    6:  yt= 22
t

Cos (
4

3 tπ
)   7:  yt=2t-1Sin (

2
πt

) 

8:  yt=(
2
5

)t[c1Sin(
2
πt

)+c2Cos(
2
πt

)]      9:  yt=3t(c1+c2t)       10:  yt=(-
2
1

)t(c1+c2t) 

11:  yt=5(2)t–2(3)t-3              12:  yt=c1Cos
4
πt

+c2Sin
4
πt

+c3Cos
4

3 πt
+c4Sin

4
3 πt

 

13:  yt=c1
2)

2
5(

t

+c2
2)

2
5(

t

− + 2)
2
5(

t

[c3Cos
2
πt

+c4Sin
2
πt

]   

14:  yt=2t(c1+c2Cos
3
2tπ

+c3Sin
3
2tπ

)    15:  yt=c1(2)t+c2(-2)t+4t(c3Cos
2
πt

+ c4 Sin
2
πt

) 

16:  yt=c1(2)t/2 (c2Cos
4

3 πt
+c3Sin

4
3 πt

) 

yt=(c1+c2t)2t+(c3+c4t+c5t2+c6t3)(-2)t+c7(4)t+5t(c8Costθ+c9Sintθ), θ=arctg )
3
4(− 4-  

5-                (E-2)2(E+2)4(E-4)(E2+6E+25)yt=0و یا         :  
yt+9+6yt+8+5yt+7–136yt+6–48yt+5+464yt+4+3376yt+3+1792yt+2–6336yt+1–6400yt = 0 
1:  yt=2t(2t-1)                   2:  yt=1-1/2t                       3:  yt=2t(1-t)                       7-  
4:  yt=c13-t+c22-t              5:  yt=2(-1)t(1-t)                 6:  yt=c1+c2t+c3t2 

  9پاسخ تمرینات 
1:  3                2:  2    3:  1       4:  3  5:  0                                     1-  

  . باشد  می-2گتر از دو است و ریشه منفی بین صفر و رریشه مثبت بز -2
1:  f1=3x2–6x-3      f2=4x+2           f3= -0.75 

2:  f1=3x2-3       f2=2x-1           f3=
4
12       

1:  f1=3x2–6x+3       f2= 0                                                                                   5-  
2:  f1=3x2–6x+6      f2=-2x+2     f3=-3 

  . داردx=1معادله اول دو ریشه مساوي -7                 .معادله دوم دو ریشه مختلط دارد -6
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  10پاسخ تمرینات 

1:  yt=c1+c22t+
6
1

4t                           2:  yt=2t(c1+c2t)+t2+4t+8                                       1-  

3:  yt= 2-t(c1Cos 
2
πt

+ c2Sin
2
πt

)+
5

2 2t
- 

25
57t

+ 
125
371

               4:  yt=
2
1

t2-
2
1

t+1 

5:  yt=(-1)t (c1+c2t)+¼t-¼+
9
1

(2)t    6: yt=
2
3

t(t-1)4t-2     7:  yt=c1+c22-t+
3

3t
-

2
9 2t

+
6

127
t 

8:  yt=2t(c1Cos
2
πt

+c2Sin
2
πt

)+
13
5

(-3)t+2t-
5
4

                   9:  yt=c1+c2(-1)t-
8
9

(3)-t 

10:  yt=2[Cos2t+Cos(2t-4)]/(1+Cos 4)     11:  yt=c1+c22t+c33t+2t+t2-
2
3

t(2)t-
24
1

5t 

12:  yt= c12t+c2(-2)t+2t(c3Cos 
2
πt

+c4Sin
2
πt

)-
15

2t
+

225
67

t-
3375
422

-
65

)3(4 t

 

13:  yt=c1(-1)t+c2Cos
3
πt

+c3Sin
3
πt

)+
q

t
cos1665

2

+
[8Cos(3t-9)+Cos3t] 

14:  yt= c1(3)-t/2+c2 (-3)-t/2+c3(-1)t+c4+3t(
11041

52
208

−
t

) 

2-                                                                                  




=+
≠−+

=
1
1)1/(

abtc
aabca

y
t

t  

  11پاسخ تمرینات 

1:  yt=c1+c22t+2(3)t-
6
1

(5)t                               2:  yt=(-2)t(c1+c2t)+
7

2t
-

27
13t

+
9
7

            1-  

3:  yt=(c1+
30
t

)3t+c2(-3)t+
4
t

-
16
3

        4:  yt=4t(c1+c2t)+
32
3

t2(4)t-
36
5

(-2)t 

5:  yt=(
2
1

)t(c1Cos
4
πt

+c2Sin
4
πt

)+t3–6t2+2t+18+
41
5t

 

6:  yt=2t(c1+c2t)+
48
2t

(t4–4t3+5t2-2t)      7:  yt=c1+c2t+c3t2+
6
1

t3+
12
1

t4-
8
1

3t-1  

8:  yt=c12t+c2(-2)t+2t(c3Cos
4
πt

+c4Sin
4
πt

)-
5
t

-
75
4

+
64

)2( 2t
+

65
3t

 

yt=c1(-6)t+c22t+
258
1

(25 3 Sin
3
πt

-105Cos 
3
πt

)                                              3- 
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 yt=c12t+c24t–3t+
3

2t
+

9
8t

+
27
38

                                                                             4-  

yt=c1+c2t+c3(-2)t+(c4+
60
t

)3t-
72

4t
+

54
7 3t

-
108
77

t2                                                     5-  

yt=(c1+c2t)Cos
2
πt

+(c3+c4t)Sin
2
πt

+
2
1

t-
4
7

                                                         6-  
  12 تمریناتپاسخ 

1:  yt=c12t+c23t+
2
1

t2+
2
3

t-
2
5

                  2:  yt=c1+c2t+t2+
6
1

t3+
9
1

4t                              1-  

3:  yt=(c1+c2t+
2
3

t2)2-t                              4:  yt=c1Cos
2
πt

+c2Sin
2
πt

+∑
∞

=0r rt

r

2
)1(

+
−

 

5:  yt=c1+c2(
5
2

)t-
98
51

t+
14
3 2t

+
24
1

(-2)t 

6:  yt=c1Cos
3
πt

+c2Sin
3
πt

+
3

2 ∑
=

t

r 0
[

3
)1(sin

)!2(
1 +
−−

r
rt

π
] 

yt=c1+
6

29t
+

2

2t
+

6

3t
+(c2-

2
5

t)2t+c33t                                                                  4-  
  14پاسخ تمرینات 

1:  yt=e(t-1)!- ∑
∞

=0r
(t-1)(-r)           2:  yt=

)!1(
)2( 2

−
−

t
c

+∑
∞

=0r
1

)(

2
)1(

+

−
r

rr t
                         1-  

3:  yt=c(-1)t(t-1)!+t-1+∑
∞

=0r
(-1)r+1(t-1)(-r)                           4:  yt=

5
1

(t-1)![1+(-4)t-1] 

5:  
)!1(

1
−t ∑

∞

=0r
[2r+1r!-2r+t(t+r-1)!]              6:  (1+e) ∑

−

=

1

1

t

r
(r-1)!- ∑

−

=

1

1

t

s
∑

∞

=0r
(s-1)(-r) 

7:  yt=A(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

r r
+B(t-1)!                          

8:  yt=c1(1+ ...
)7)(5)(3)(1()5)(3)(1()3)(1( 22

)6(

2

)4()2(

+++
ttt

)+c2(t(1)+ ...
)8)(6)(4(2)6)(4)(2()4(2 22

)7(

2

)5()3(

+++
ttt

) 

9:  yt=c1(
2
3

)t(t-3)+c2(2)-t(t+1) 

1:  yt=c(t+1)+(t+1) ∑
−

= +
−1

0 )!2(
)2(t

r

r

r
r

          2:  yt=c(t+1)-1+(t+1)∑
−

= +
−1

0 )!2(
)2(t

r

r

r
r

             3-   
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yt=
















+ ∑

∞

= +

+

−+

−+

+

+

1 1

1

1

11 ....1
r t

t

rt

rt

rt

rt

t

t

b
a

b
a

b
a

b
dc

+c2








−

−−

2

1

1

21 ....
a
b

a
b

a
b

t

t

t

t                            5-   

   15پاسخ تمرینات 
1:  yt=2/[1+c(-1)t]                                     2:  yt= 2221 +− /[1+c(2 32 − )-t] 
2:  yt=tg[c1Cos

3
2 tπ

+c2Sin
3

2 tπ
]              3:  yt=k1/2tg[c1Cos

3
2 tπ

+c2Sin
3

2 tπ
] 

5:  yt=e3-t      6:  yt=
tbctace 21 + ,a=

2
1

(1+ 5 ), b=
2
1

(1- 5 )     7:  yt=Cos[c(2)t]                               

8:  yt=
1)1( −− t

e (c1+c2t)                9:  yt=c13t یا  yt=c22t                        10: yt=2Cos(π /2t+1) 

11:  yt=tg[c+∑ tg-1( 22
1

)]         14: yt= B
bcac
bcac

tt

tt

−
+
+ ++

21

2
2

1
1 ; a,b=

2
1

[B± A42 +B ] 

15: yt= 
t

act
)...5)(3(1

)1)...(6)(4(2 −
 =t                         yt فرد        

tc
t

)...6)(4(2
)1)...(5)(3(1 −

 t زوج     
  16پاسخ تمرینات 

1:  ut=c1(-2)t+c2   vt=-c1(-2)t+
2
1

c2 

2:  yt=
4
1

(t-1)![c12t+1+c2(-2)t+1]                   zt=(t-1)![c12t+c2(-2)t] 

3:  ut={q(u0+v0)+[(1-p)u0-qv0](p-q)t}/(1-p+q) 
     vt={(1-p)(u0+v0)+[qv0–(1-p)u0](p-q)t}/(1-p+q) 
4:  ut=u0+(u0+v0)qt  vt=v0–(u0+v0)qt 
5: ut=(c1+c2t)( 8)t+(c3+c4t)(- 8 )t,vt=(2c1+6c2+2c2t)( 8)t-1+(2c3+6c4+2c4t)(- 8)t-1 

ثبات بی :A0|=1.45 .3|ثبات بی: trace=-3. 2ا مختلط یفی ها من  ریشه،باتث بی:1 -6
4
1

 |A(1)|=-  
  17پاسخ تمرینات 

1:  ut,m=(-2)Ct+m     2:  ut,m= 2t(3t+3m+2)   3:  ut,m=(-2)-tCt+m+tm- ( )35 t- ( )32 m+2 

4:  ut,m= 3t/h(
k
m

h
t

+ )- khmt
4
3

4
1

2
1

2
1

+−−        5:  ut,m=2t/hCt/h-m/k+ Gt/h-m/k 

6:  ut,m=C2t-m-2t-m+1        7:  ut,m=( t
m )      8:  ut,m= 2tct-m+Gt-m+2mHt-m      9:  ut,m=Ct-m 

10: ut,m=Ct-mCos
3
πt

+Gt-mSin
3
πt

+Ht-mCos
3
πm

+Jt-m Sin 
3
πm

 

11: ut,m=Ct+m+tGt+m+t2Ht+m 
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