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 شگفتاریپ
 

برخوردار است و همواره  يدیعلوم از رشد شد يها ه شاخهیلکا در یپو يالگوها اربردک
 ،هیپا  مختلف علوم يها ها در رشته لیه تحلین بخش از تجزیشود. نفوذ ا یت آن افزوده میبر اهم
ن رشته از یه حذف اکده است یع گردیوس يبقدر یو انسان یاجتماع ،ياقتصاد ،یمهندس

 برد.  ین میات مختلف را از بیل نظریقدرت تحل یاضیر
معادلات  يریارگکق بن طرُیاز ا یکیشوند.  یمختلف فرموله م قطرُا به یپو يالگوها

 یخود ابزار خوب يرهایاز متغ یبعض یذات یل گسستگیدل  نگونه معادلات بهیباشد. ا یم یتفاضل
تواند  یر زمان میند. متغینما یفراهم مزمان  یدر حالت گسستگا یردن مسائل پوکفرموله  يرا برا
نظر مد  یمقاطع خاص اگر زمان را در ار برده شود.کب یاضیر يال مختلف در الگوهاکبه اش

ط معادلات توس یتواند بخوب یر مین متغیه اکم یا ردهکف یر گسسته تعریمتغ یکم یقرار ده
 ار گرفته شود.کب یتفاضل

ن یه از اکاست  یانیدانشجو يبرا یتفاضللات داعتاب آموزش مکن یهدف از نوشتن ا
ن بوده یا بر یتاب سعکن یدر نوشتن ا ند.ینما یقات خود استفاده میه در مطالعات و تحقینظر

 یگرچه در ط .دشوان یمطالب بات لازم یاضیث به زبان ساده و با حداقل ریه از هر حکاست 
تا  یول گردد یشتر میز بیاز آن نیات مورد نیاضیتر شده و ر لکج مشیمسائل بتدر ،تابکفصول 

د. یبتواند مطالب را دنبال نما کیمکتب که خواننده بدون مراجعه به کشده  لاشان تکام حد
د از مطالعه ه حذف نمود و مجدداً بعیاول يتوان در مرورها یتر را م لکمش يها از قسمت یبعض

 به آن بازگشت.   ها ر قسمتیسا
 كه درکباشد  یتاب مکن یا يها یژگیگر از وید یکی يعددمختلف  يها ارائه مثال

ز یه جواب آنها نکمسائل مختلف نات و یتمردرج  د.ینما یشتر میمختلف ب باحثمطلب را در م
 يبرا ات شود.یاضیرشته از رن یا بهان یتسلط دانشجو يبرا یخوب ۀلیتواند وس یده میارائه گرد

است و در مباحث  یافک یدانشگاه یات عمومیاضیر ات در حدیاضیتاب دانستن رکن یمطالعه ا
ارائه  يطوران مباحث کالام یشود حت یاحساس مخاص ات یاضیشتر به ریاز بیه نک یخاص
 مطروحهمطالب به  هملازم و  یاضیبه قواعد رهم آن بتواند  ۀخواننده با مطالعه کاند  شده
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  ببرد. یپ
سپرده  ینجانب به بوتۀ فرآموشیا یتابخانه شخصکتاب در کن یس ایمدتها نسخۀ دستنو

پ و یمند به تا آن علاقه ینان با مشاهده و بررسیتر عباس اطمکد يمحترم آقا برادره کشده بود 
ر کتا مراتب تشدانم  یرا به عهده گرفتند. بر خود لازم مآن  تایپدند و زحمات یچاپ آن گرد

 يسپاسگزارشان یا يمند ن نحو اعلام نموده و از بذل توجه و علاقهیخود را به ا یو قدردان
 .مینما

ند تا در یواقف نما تابکن یا يها یاستکسنده را نسبت به یدوارم خوانندگان نویام
 اصلاح گردد.  يبعد يها چاپ

 1دآبادیژن بیب                                                                                          

                                                 
1- Email:  bijan@bidabad.ir      bidabad@yahoo.com        Web:   http://www.bidabad.ir 
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  و حساب اپراتور یتفاضلبر معادلات  يا مقدمه -1
 

 يدر زمانها ریمتغ از همان یتابعتوان  یرا م ریمتغ یکاوقات  یگاه یاضیر يدر الگوها
تابع  یکم ینکف یتعر tدر زمان  y ریمتغ را مقدار ty گر اگریعبارت دا بعد دانست. به یقبل 

 ر داشت:یتوان همانند مثال ز یقبل و بعد م يها در زمان tyر یبرحسب مقاد یاضیر
)1(                                             ( )21, −−= ttt yyfy 
12ه ک , −− tt yy ن معادله مقداریباشند. در ا یو دو دوره قبل م یک ير در زمانهایمقدار متغty 

نگونه معادلات اصطلاحاً یباشد. ا یقبل م یو دو دوره زمان یکدر  yاز مقدار یزمان تابع هردر 
) معادلات 1توجه به معادله ( شوند. با یده مینام )Difference Equations( یتفاضلمعادلات 

 باشند.  یم یتفاضلاز معادلات  یالکز اشیر نیز
( ) 0,, 51 =+− ttt yyyf                        ( )21 −+ −= ttt yyfy                                       )2(  

 یمقدمات یف و آشنائیتعار -1-1
باشند.  یم یرخطیو غ یال خطکاش يدارا یتفاضلمعادلات  یاضیر توابع ریهمانند سا

ف یمختلف تعر یزمان يها در دوره yاز مقدار یب خطکیتر یکل کرا به ش ty اگر مقدار
 :باشند یم یر خطیز یتفاضلمثال معادلات  ي. برامیئگو یم یخط یتفاضلم به آن معادله ینک

bayy tt += −1                     dcybyay ttt =++ −− 21                                            )3(  

معادله  يرهایمتغ ینسب یر زمانیثر تأخکاعداد ثابت هستند. مرتبه معادله برابر با حدا a،b،c،dه ک
) 3مثال در معادلات ( يبرا. دار) سیر اندیس متغیاندن یترکوچکن و یباشد (تفاوت بزرگتر یم

 1در  yاز یتابع tyرا در معادله اولید. زنباش یم 2و معادله دوم از مرتبه  1معادله اول از مرتبه 
ن در یدوره قبل است. همچن 2در  yاز مقدار یتابع قبل است و در معادله دوم یدوره زمان

 یتابع ty+1را در معادله اولیباشد. ز یم 6و مرتبه معادله دوم  3) مرتبه معادله اول 2معادلات (
 یدوره زمان 6از  یمنض یتابع ty+5باشد و در معادله دوم یم ty−2یعنی yدوره قبل 3از  یمنض

 شود. یف میر تعریل زکبه ش nمرتبه  یخط یتفاضلباشد. معادلات  یم ty−1یعنیقبل 
)4(              byayayay ntnttt +++= −−− ...2211 

معادله  یکباشد  ≠bشود و اگر  یده میمعادله همگن نام یک) 4باشد معادله ( =bاگر 
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) 4نباشد معادله ( tاز یعدد ثابت فرض شود و تابع یک bاگر امل نام دارد.کا یرهمگن یغ
باشد معادله فوق معادله  tاز یتابع bو اگرنام دارد با جمله ثابت  nمرتبه یخط یتفاضلمعادله 
 هستند: ير از نوع آخریشود. بطور مثال معادلات ز یم ير نامگذاریبا جمله متغ یتفاضل

   2
28 tyy tt += − 

   ( ) =−+ +− tyy tt sin35 
naa)4اگر در معادله ( با ضرائب  یخط یتفاضلباشند معادله مزبور معادله  یضرائب ثابت 1,...,

+−+−=                                                  :شود مثلاً یده میثابت نام −− 5132 81 t
yyy ttt 

naaاگر  باشد  یم ریبا ضرائب متغ یخط یتفاضلباشند معادله مزبور معادله  tاز  یتوابع 1,...,
                       مثلاً:

( ) ( ) ( ) ( )ttytytyty tttt log14cossin 2
6

2
43 ++=+⋅+⋅+ −−−

ππ 
تابع  یک tyهستند. اگر  یخط یتفاضلمعادلات  یفوق همگ يه مثالهاکرد کد توجه یبا
بطور م. ینام یم یخط یتفاضلف شود آن را معادله یا بعد تعریقبل  يدر زمانها yاز  یرخطیغ

)                                  هستند: یخطریغ یتفاضلر معادلات یمثال معادلات ز ) 52
1 += +tt yy 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )25
21

1 1log16cos2sin −++++= −
−−

+ tyytyty ttt
ππ 

شود. در دو  یف میتعر یخط یتفاضلز همانند معادلات ین یرخطیغ یتفاضلمرتبه معادلات 
 tد اگر ینک) نگاه 3حالا به معادله دوم ( باشد. یو شش م یکب یمعادله فوق مرتبه معادلات بترت

 م:یم داریقرار ده t،...، چهار ،سه ،دو يرا مساو














=++

=++
=++
=++

−− dcybyay

dcybyay
dcybyay
dcybyay

ttt 21

234

123

12

4



 

yyytمجهول  tمعادله و t−2ن دستگاه شاملیا ,,..., حل آن  يب براین ترتیباشد. بد یم 1
ط یف شوند شرایتعر 1yو  0y ن دو معادله اگر برحسب مثلاًیا .میگر داریاج به دو معادله دیاحت
شرط   nبهاج یاحت nاز مرتبه یتفاضلحل هر معادله  يتر برا یلکشوند. بعبارت  یده میه نامیاول
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 م:ینکرا حل  م آنیم تا بتوانیه داریاول

)5(                      nn cycycy === ,...,, 2211 
ncccه ک ,...,, اج به یاحت یتفاضلحل معادلات  يبراپس . باشند یشده م ر ثابت داده یمقاد 21

  د.یه را برقرار نمایط اولین شرایو همچن ندکدر آن صدق  یتفاضله اولاً معادله کم یدار یفرمول
 1 جهینت

 .است یتفاضلد جواب معادله یرا برقرار نما یتفاضلمعادله هم ه و یجواب اولهم ه ک یهر فرمول
 1 نیتمر

 د:یریر را درنظر بگیز یتفاضلمعادلات  -1
1)  tt yy =+1                                         2)  21 2 ++ = tt yy  
3)  =+− ++ 21 42 ttt yyy                     4)  tt yy 35 =+  
5)  37 313 =+− +−+ ttt yyy                    6)  =+− +−+ 387 ttt byyy  

7)  53
2

1 += +− tt yby                             8)  dcybyy ttt ++= −+ 15  

9)  t
tt yy 33 =++                                 10)  t

tt byy )(31 == +  
11)  ( )tfyy tt =− +82                          12)  ( ) 281 +=+ tt yyt  

13)  ( )πtyty tt sin2 2
3 =++                  14)  ( ) !sin 22 tyyt tt =++ +−π  

15)  tt yy =−2log2                               16)  5)(tan 2
1 += +tt yyarc  

17)  113 +−+ = ttt yyy                               18)  ( ) cbyy tt =− −1
2  

19)  ( )52 15 1 ++= +
+ tyt

yt                       20)  ( ) ( ) ( )πtbytyt tt sinlog1 2
2
3

1
2 −−=+   

 .دینکحل آنها را مشخص  يه لازم برایط اولیفوق و تعداد شرا یتفاضلالف: مرتبه معادلات 
رهمگن بـودن و  ی ـا غی ـبودن همگن  یرخطیا غی یفوق را برحسب خط یتفاضلب: نوع معادلات 

 د.ینکا ثابت داشتن مشخص یر یجمله متغ
 یالکچه اش ـ یتفاضلباشد در حل معادله  یتفاضلش از مرتبه معادله یبه یط اولیاگر تعداد شرا -2
 د.ینکد بحث یآ یش میپ

 :دینکمحاسبه  y=2ه یر را با شرط اولیز یتفاضلدر معادلات  5yمقدار  -3
1)  02 1 =+ +tt yy                                   2)  02 21 =+ ++ tt yy  
3)  tt byy =+1                                          4)  dbyy tt += −1  
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 ؟توان از حل مسائل فوق استنباط نمود یرا م یاتکنچه 
 .دینکرا مجدداً حل  3له ئسباشد م y=3اگر -4
212 هدر معادل 5yمقدار  -5 −− += ttt yyy ه یاولط یرا با شراcydy == ,1  د.ینکمحاسبه 
t یطیه در چه شراکد ینشان ده -6

ty 15 یمعادله تفاضل =5 −= tt yy د.ینما یرا برقرار م 

15 یتفاضـل ه معادله کد ینشان ده -7 −= tt yy   معادلـه   یطیدر چـه شـراt
ty را برقـرار   =2)5(

 د.ینکن مسئله با مسئلۀ قبل تفاوت آن را روشن یسه اید. با مقاینما یم
21 یه معادله تفاضلکد ینشان ده -8 65 −− −= ttt yyy شود یر برقرار میتوسط معادلات ز. 

1)  ( )tty 2=                          2)  ( )tty 25=                     3)  ( ) ( )tt
ty 3225 +=  

 لیتورکپراتورها و توابع فااُ  -1-2
از اپراتورها استفاده  یاضیت راتر نشان دادن عبار ساده يبرا یاضیاغلب در مسائل ر

نند. ک یرا مشخص مد خو يها آرگومان يبر رو لازم یاضیات ریعت عملیاپراتورها طب .شود یم

) بطور مثال: )dx∫ ان یرا ب(اُپِراند) انتگرال عبارت داخل پرانتز  واپراتور انتگرال است  یک
ا ی Cمثال اگر ي. براآمده استر یه در زکدارند  یخاص یفیات تعریند. اپراتورها خصوصک یم

[ 3xCxگریعبارت د د بهنرسان یم 3اپراند آن را به توان د نعب باشکاپراتور م 3[ ا ی =
( ) 3)( xkxkC +=+. 

  Bاپراتور يمساو Aشوند اگر اپراتور یخوانده م يدو اپراتور: دو اپراتور مساو يتساو -1
BAا ی باشد ABا ی = =. 

fIfم  یدلخواه داشته باش fهر يه: اگر برایکا یاپراتور واحد  -2 =،I  ه خوانده یکاپراتور
 م.ینک یرا استفاده م 1اغلب  I يشود به جا یم

ده ینام یا تهیاپراتور صفر  oباشد  of=•دلخواه اگر  fهر يبرا :یا تهیاپراتور صفر  -3
 م.یده ینشان م •را با  شود و اغلب آن یم

 :مینک یف میتعر ،دو اپراتور باشند Bو Aق اپراتورها: اگریجمع و تفر -4
( ) BfAffBA +=+ )     و ) BfAffBA −=−  

تـوان   یم م ـینکف یننده تعرک عبکننده و مک مربع يرا اپراتورها Cو  S يبطور مثال اگر اپراتورها
)                                                                         نوشت: ) 23 ffSfCffSC +=+=+ 
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) م:ینک یف میتعر Bو Aدو اپراتور  يضرب اپراتورها: برا -5 ) ( ) ( ) fBAfABfBA ==. 
BAاگر  fAAAffAA                            شود به: یل میباشد عبارت فوق تبد = 2.. == 

ر یم. عبارات زینک یف میننده تعرکعب کمربع و م يرا اپراتورها Cو Sمثال همانند فوق  يبرا
 :باشند یبا استفاده از روابط فوق معلوم م

( ) ( )( ) 632 fffCS ==  ،  ( ) ( )( ) 422. fffCC ==  

  αثابت دلخواهو  gو fتوابع دلخواه يبرا A: اگر اپراتوریرخطیو غ یخط ياپراتورها -6
)                 :هکت را داشته باشد ین خاصیا ) ( ) AffAAgAfgfA αα =+=+ , 

 یرخطیصورت اپراتور مزبور را اپراتور غ نیر ایم در غینام یم یاپراتور خط یکرا  Aاپراتور
 هستند یرخطیغ يم اپراتورهایردکف یه در بالا تعرک Cو S طور مثال اپراتور  به م.ینام یم

)                                                      :رایز ) ( ) 333 gfCgCfgfgfC +=+≠+=+              

) ا:یم ینکف یرا اپراتور مشتق تعر  D راگر اپراتو )
dx

dD  :رایاست ز یخط D اپراتور،  =

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )xDgxDf
dx

xdg
xd
xdfxgxfD +=+=+=  

( )( ) ( ) ( )xDf
dx

xdfxfD ααα ==  

دلخواه داشته  fتابع يه براک يطور  دو اپراتور باشند به Bو Aوس: اگر کمع راپراتو -7
):                                                                                                              میباش ) fBfA = 

)                                                                     :توان نوشت یم ) 1==⇒= IABffAB 
AAB                        :میسیم بنویتوان یاست و م Aوسکمع Bم یگوئ ین میبنابرا /11 == − 

fAggfA                                                                               :بین ترتیبد =⇔=−1 
 جبر اپراتورها -1-2-1

 ير جبریر مقادیها همانند سانا آبتوان  یند مکق داپراتورها ص يار بریاگر خواص ز
توان  ید میر در آن صدق نمایه خواص زکاپراتور باشد  یک Aبطور مثال اگر .رفتار نمود

nmnm :نوشت AAA اپراتور باشند در صورت صادق  Cو Bو Aاگر .هذایعلقص و  ⋅=+
 :استفاده نمود يجبر يها تیمکر یتوان همانند سا یم از آنها ریز قواعدبودن 
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ABBA   جمع  يبرا یالف) جابجائ +=+ 
)  جمع  يبرا يریپذ تکب) شر ) ( ) CBACBA ++=++ 

BAAB   ضرب  يبرا یج) جابجائ = 
)   ضرب  يبرا يریپذ تکد) شر ) ( )CABBCA = 
)     یعیه) توز ) ACABCBA +=+ 

 تفاضلاپراتور  -1-2-2
 ،مینکف یهم تعر پشت سر یدو دوره زماندر  یتیمکعنوان اپراتور اختلاف   را به ∆اگر

 شود. یده مینام تفاضلدر آن اپراتور  ∆ه کم یده یر نشان میل زکش  اول را بهمرتبۀ  تفاضل
( ) ( ) ( )tftftf −+≡∆ 1            )6 (  

ttt                    مثال يبرا yyy −=∆ +1 
  :دا خواهد شدیپر یل زکبه شمرتبه دوم  تفاضلم یریبگ تفاضلاگر از رابطه فوق 

( ) ( ) ( ) ( )ttttttt yyyyyyy −−−=−∆=∆∆ ++++ 1121  

):                                                     گریا به عبارت دی ) ttttt yyyyy +−=∆=∆∆ ++ 12
2 2 

tا یو  ∆ty3ب یترتن یهم به
n y∆ تفاضـل ا ی ـسـوم   تفاضـل ه ک ـرد ک ـدا یتوان پ یرا مn ده ی ـام نام

 ر آمده است:یز يها در نمونه تفاضلاز اپراتور  يگریان دید. بنشو یم
( ) ttt mmm −=∆ +1  

( ) ( ) mmm ttt −+=∆ 1  
( ) ( ) ( ) tttttttt mmmmmmmm +−=−−−=∆ +++++ 121122 2  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )mmmmmmmm tttttttt ++−+=−+−+−+=∆ 1221122  
( ) 11 =−+=∆ ttt  
( ) =−=∆ mmm  (m )عدد ثابت       

  :توان نوشت ین میبنابرا .است یاپراتور خط یک  ∆اپراتور
( ) ( )( ) ( ) ( )tgtftgtf ∆+∆=+∆                 ( )( ) ( )tftf ∆=∆ αα                         )7(  

 اپراتور انتقال -1-2-3
 ير در دوره بعدیمقدار متغ ،آن یم و معنیده ینشان م Eاپراتور انتقال را معمولاً با 

 :گریبه عبارت د .است
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( ) ( )tftEf =−1           )8(  

21                                                                                                      :مثالي برا ++ = tt yEy 

123
2

−−− == ttt yEyyE 
 :باشد یاپراتور واحد ما یه یکاپراتور  1ه کر را دارد یرابطه ز ∆با اپراتور   Eاپراتور

1+∆=E            )9 (  
)                                                  :مثال يبرا ) ( ) 111 ++ =+−=+∆= ttttttt yyyyyyyE 

( ) 121 222 +∆+∆=+∆=E  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 211

22 212 +++ =+−+−∆=+∆+∆= tttttttttt yyyyyyyyyyE  

 تفاضلوس کاپراتور مع -1-2-4
شود  ینشان داده م ∆−1ه باک تفاضلوس اپراتور کمع ∑گما یحساب ز یه اصلییطبق قض

 برابر است با:

( ) ( ) 1
1

1

1

+−

=

∆=∑ n
n

t
tftf                                                        )10(  

  :م داشتیم خواهیریبگ ∆دو طرف اگر از هر .شود یر اثبات میل زکن رابطه به شیا یدرست

                                                                                    ( ) ( ) 1
1

1

1 +

=

−∑ ∆∆=∆ n
n

t
tftf 

 :میده یحال سمت چپ رابسط م

( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

=+++∆=∆
n

t
nffftf

1
...21  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )111...212111 fnfnfnfffff −+=−+++−++−+ 
)                     سمت راست برابر خواهد بود با: ) ( ) ( ) ( )111

1
1

1
1 fnftftf nn −+==∆∆ ++− 

به عبارت  .استفاده نمود یتفاضلحل معادلات  يتوان برا یم ∆−1ه از اپراتورکد یم دیبعداً خواه
)                                                                   :میگر اگر داشته باشید ) ttt yyytf ∆=−= +1 

 
)                                          :م داشتیاز هر دو طرف خواه  ∆−1با گرفتن  ) tytf ∆∆=∆ −− 11  

( ) ( ) ctftfy
n

p
t +=∆= ∑

−

=

−
1

1

1 ای                         
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حذف شده و  دو طرفگرفتن از  ∆ه با کعدد دلخواه است  یک cد مقدار ثابت ینکتوجه 
 نمود:ر  استفاده یعبارت زاز توان  یم ∆−1با استفاده از لذاگردد.  یل قبل برمکناً به شیمعادله ع

( ) ( )∑
−

=

− +=∆
1

1
1

1
n

t

n ctftf                                                                 )11(  

 ب ین ترتیباشد. بد یم یاپراتور خط یک ∆−1اپراتوره کتوان نشان داد  یم یبراحت
( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtftgtf 111 −−− ∆+∆=+∆                  ( )[ ] ( )tftf 11 −− ∆=∆ αα  

 ریاپراتور تأخ -1-2-5
)اگر  )tf  از یتابعt ایر یباشد اپراتو تاخL مینک یف میر تعریل زکرا به ش 

( ) ( )1−= tftLf                                               )12(  
  :گریبه عبارت د .است یاپراتور خط یک Lه اپراتور کتوان نشان داد  یم یبراحت

( ) ( )( ) ( ) ( )tLgtLftgtfL +=+                  ( )( ) ( )tLtfL αα =  
)                                                                  :توان نوشت یم یلکبه طور  ) ( )ktftfLk −= 
 ر نوشت:یل زکتوان به ش یم Eو ∆را برحسب اپراتور  Lاپراتور

∆−=1L , EL −= 2                                                            )13     (  
 لیتورکتوابع فا -1-2-6

  :مینک یف میر تعریل زکل را به شیتورکتابع فا
( )( ) [ ]( )1...21 −−−−= mtttttm   m=1,2,3,…                     )14(  

ل برآن گذاشته شده چون اگر ین دلیل به ایتورکعامل ضرب است. نام فا mرابطه فوق شامل
mt )                                                :میباشد دار  = ) ( )( ) !12...21 mmmmm m =⋅−−= 

)م ینک یف میباشد تعر =mاگر  ) 1=t. مینک یف میتعر یمنفح یاعداد صح يبرا:  
( )

( )( ) ( ) ( )m
m

mtmttt
t

)(
1

...21
1

+
=

+++
=−   m=1,2,3,…                    )15(  

 د:ینکر توجه یبه روابط ز .ردکف یتوان تعر یز مینرا ل یتورکفاال ینوم یپولف فوق یاز تعار
( ) tt =1                             ( ) ttt −= 22                               ( ) tttt 23 233 +−=  
( ) ttttt 6116 2344 −++=                              ( ) tttttt 24503510 23445 +−+−=  

  :شود یف میر تعریل زکبه ش pل درجهیتورکفا الینوم یپول pحیعدد صح يب براین ترتیبد
( ) ( ) aptata pp +++ − ...1

1     ≠paaa ,...,, 1                         )16(   
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 یکتواند بعنوان  یل میتورکفا الینوم یپوله کواضح است  یبا استفاده از روابط فوق به راحت
با هر تابع  ل در ارتباطیتورکافته فای میتابع تعم. ف شودیتعر pاز درجه یمعمول الینوم یپول

)دلخواه )tf شود یف میر تعریل زکبه ش 

( )[ ]( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )1...21 −−−−= mtftftftftf m   m=1,2,3,…          )17(  

  mح یعدد صح ين برایو همچن

( )[ ]( )

( ) ( ) ( )mtftftf
tf m

+++
=−

...21
1

             m=1,2,3,…          )18(  

تر را   لکمش یتفاضلدر حل معادلات  يادیاستفاده زل یتورکد تابع فایم دیه خواهکهمانطور 
 یر مشتق و انتگرال را در حالت گسسته بررسینظ یتوان با استفاده از آن فرمولهائ یرا میدارد ز

 لاًه عمک ردکف یتعر يگریل دکل به شیتورکتوان با استفاده از توابع فا یتوابع را م ینمود. بعض
 د:ینکر توجه یمثال به عبارت ز يد. براینما یل میگما گرفتن را تسهیا زیدلتا 

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ 122

1

1

2 ttttt
ttt +=⇒=
−=                           )19(  

( ) ( )( )mttt mm −=+1                                     )20(  
( ) ( ) ( )mmm mtttt += +1                            )21(  

  توابع خاص تفاضل -1-2-7
 ر نشان داد:یل زکتوان به ش یر را میتوابع ز تفاضلل یتورکفابا استفاده از تابع 

[ ] =∆ c                           ( )[ ] ( )1−=∆ mm mtt                            [ ] ( )1−=∆ bbb tt  
 

( )( )[ ] ( )( )1−+=+∆ mm qptmpqpt                                        [ ] ( )1−=∆ rrtrt eee  

 [ ] ( ) 





 +=∆

2
1cos2/sin2sin trrrt                 [ ] ( ) 






 +−=∆

2
1sin2/sin2cos trrrt  

[ ] ( )tLntLn 11)( +=∆                        [ ] ( )tt bb 11loglog +=∆                       )22(  

 :استفاده نمودز ین تفاضل يبراتوان  یموسته یر را همانند مشتق پیقواعد ز
( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtftgtf ∆+∆=+∆                           ( )[ ] ( )tftf ∆=∆ αα   const=α  
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tftgtgtftgtf ∆++∆=∆ 1 ( ) ( ) ( ) ( )tgtftftg ∆++∆= 1  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgtftftgtgtf ∆∆+∆+∆=                                        )23(  



 نظریۀ معادلات تفاضلی 10

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1+

∆−∆
=








∆

tgtg
tgtftftg

tg
tf

 

 توابع خاص يگمایز -1-2-8
بر  یه همگکوسته هستند یارائه شده همانند مشتق در حالت پ يها فرمولدر قسمت قبل 

1=∆t 1 ياگر بجا .اند شده میقست=∆t میبگذار=∆t  را به  ∆و علامتD م ینکل یتبد
ن یخواهند شد. هم یمشتق معمول يها ل به فرمولیها تبد تمام فرمول )باشد یه اپراتور مشتق مک(

ل یتورکباشد. با استفاده از تابع فا یم ∫حالت گسسته ∑هکصادق است  ∫و ∑ يموضوع برا
 دارند: یتفاضلدر حل معادلات  ياریاربرد زکه کم یسیبنو میتوان یر را میز يها فرمول

∑ = tαα                              
1−

=∑ b
bb

t
t                           

1−
=

⋅
⋅∑ r

tr
tr

e
ee  

( )
( )

( )∑ +
=

+

hm
tt

m
m

1

1

, 1−≠m                   ( )( ) ( )( )

( ) 1,
1

1

−≠
+
+

=+∑
+

m
pm

qptqpt
m

m  

∑






 −

−=
r

tr
rt

2
1sin2

2
1cos

sin                   ∑






 −

=
r

tr
rt

2
1sin2

2
1sin

cos   (24)  

 استفاده نمود: ∑ يبراتوان  یموسته یز همانند انتگرال پیر را نیقواعد ز
( ) ( )[ ] ( ) ( )∑ ∑ ∑+=+ tgtftgtf              ( ) ( ) consttftf∑ ∑ == ααα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∆+−=∆ tftgtgtftgtf 1,                                                 (25) 

 »نیانتگرال مع«مشابه با  »نیمع يگمایز« .باشد یم  ∆−1رد اپراتورکدرست برابر عمل ∑اپراتور 
 ر نوشت:یل زکتوان به ش یرا م

( ) ( ) ( ) ( )111
1

1

1 FNFtftf n
n

−+=∆= +−∑                                  )26(  

 توابع با استفاده از اپراتور يگمایز -1-2-9
توابع را بدست  ∆−1ا ی ∑هکم داشت یاز خواهیاز مسائل ن یدر فصول بعد در حل بعض

شود تا  یاست. حل قدم به قدم آن ارائه م یردن جواب روش مناسبکدا یر در پیم. روش زیآور
شود را  یادتر مورد استفاده واقع میه زک يا مسئله یکبتوان از آن در مسائل مشابه استفاده نمود. 

)و  b≠1م. اگر ینک یاثبات م )tp از یتابعt میباشد دار:   
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( )[ ] ( )
( ) ( )

( ) ctp
b
b

b
b

b
b

b
btpbtpb

t
tt +








+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

==∆ ∑− 



2

22
1

111
1

1
     (27) 

)هر تابع يم برایتوان یاثبات م يبرا .باشد یگما میز مقدار ثابت دلخواه cهک )tFم: یسیبنو 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFbEbtFbtEFbtFbtFbtFb tttttt 11 11 −=−=−+=∆ ++  

( ) ( ) ( )tFbEtp 1−= م:ینک یفرض م                                                                              

( ) ( )tp
bE

tF
1

1
−

= ای                                                    

)                                                                          توان نوشت: ین میبنابرا ) ( )tpbtFb tt =∆         
 :میدار ∆−1پس با گرفتن 

( )[ ] ( ) ( )tp
bE

btFbtpb ttt

1
11

−
==∆−

( ) ( )tp
b

bt

11
1

−∆+
=

( )tp

b
bb

bt

1
1

1
1

−
∆

+
⋅

−
=

( ) ( )
( )tp

b
b

b
b

b
b

b
bt









+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

= 



2

22

111
1

1
 

)د اگر ینکتوان به آن اضافه نمود. توجه  یز میرا ن cه ثابت دلخواه ک )tp ال از ینوم یپول یک
 ام متوقف خواهد شد. mروشه در جملهکداخل  يباشد سر mمرتبه

ته مهم کن یاستفاده نمود. ول توان از روش فوق یز میگر نید یلکحالات  ياریبس يبرا
 :میآور یر را بدست میمثلا رابطه ز .د اثبات فوق را در مورد آن انجام دادیه باکاست  نیا

( )
( ) ( )

( ) ctp
bbbb

btp
b

t

t +







+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

=



∆

−

+
− 



2

2

1
1

111
1

1
1

          (28) 

 :توان نوشت یم F(t)تابع  هر يهمانند فوق برا

Δ[ 1
1
+tb

F(t)]= 2
1
+tb

F(t+1)- 1
1
+tb

F(t) = 1
1
+tb

[
b
1

E F(t)–F(t)] 

 = 1
1
+tb

(
b
E

-1)F(t)= 1
1
+tb

(
b

bE −
)F(t) 

b
bE −

F(t)= p(t) :                                                                                    مینک یف میتعر 

F(t)= 
bE

b
−

 p(t)                                                                                                 ا یو  
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Δ 1
1
+tb

F(t)= 1
1
+tb

p(t)                                                                        میسیم بنویتوان یم                   

1
1

1
1)(1
+

−
+ ∆= tt b

tF
b

توان نوشت:  ین میاز طرف                                                1−∆  با گرفتن

)(
1

11)(1)(1
111

1 tp
b

Eb
tp

bE
b

b
tp

b ttt −
⋅=

−
⋅=∆ +++

−  پس:                                            

)(

1
1

1
1

1)(

11

1

1

1

11
11)(

11
1

11 tp

b
b

b
b

tp

b
bb

b
tp

b

tt

−
∆

+−
=

−

∆
+

⋅
−

⋅=
−

+∆
= ++

 

( ) ( )
( )tp

bbbb
b t









+

−
∆

−
−
∆

+
−
∆

−
−

=
−





2

2

111
1

1
 

 روشه متوقف خواهد شد. کداخل  يام سرmال باشد در جمله ینوم یپول یک p(t)اگر 
 2ن یتمر

   :دیر را بسط دهیات زارعب -1
1- ∆ (2t-1)2   2-  E(5t-4)1/3   3- ∆ 2(2t2 – 5t)           4-  3E2 (t2+1) 
5- (∆+1)2 (t+1)2  6-  (tE2 +2tE+1)t 2               7-  ∆ 2E3t         8- (3∆+2)(2E-
1)t2        9- (2E-1) (3∆+2)t2               10- (t∆E)2 t2 

 د.  ینکن ییر را تعیروابط ز یا ناردستی یدرست -2
1- (E-2) (∆+3)= (∆+3) (E-2)               2- (E-2t)( ∆+3t)= (∆+3t)(E-2) 

 است.   یاپراتور خط یک Eه کد ینشان ده -3
 د. یینما يریگ جهینت   Enو ∆nمورددر هستند و از آن  یاپراتور خط  E2و ∆2هکد ینشان ده -4
∆=∆ه کد ینشان ده -5 EE.  
1)()1(هکد ینشان ده -6 −=− tftfE و)()( ntftfE n  باشد.  یح میعدد صح یک nه ک −=−
 د.  ینکر را محاسبه یعبارات ز -7

1-  )63753( )1()2()4()5( ++−+∆ tttt      2-  )( )2()3( −− +∆ tt   3-  )2)(( )2()2( −+∆ tt  
4-  )432( )2()2()3(2 ttt +−∆ −−                     5-  )352( 24 −+−∆ ttt  

  :دیسیل بنویتورکر را برحسب تابع فایز يها الینوم یپول -8
1-  3t2 – 5t+2                   2-  2t4 + 5t2 -4t +7 

 د.  ینکرا اثبات  7-2-1) در 23روابط ( -10            د.ینکرا اثبات  7-2-1) در 22روابط ( -9
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 د.  ینکرا اثبات   8-2-1) در 25روابط ( -12           .دینکاثبات  را 8-2-1) در 24روابط ( -11
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  مرتبه اولهمگن  یخط یتفاضلمعادلات  -2
 

 یـک  kه ک ـ نوشـت   yt= kyt-1ل کتوان به ش یمرتبه اول را مهمگن  یخط یتفاضلمعادله 
م. ی ـدار  y0=cه مـثلاً  ی ـجـواب اول  یکاج به ین معادله احتیامل اکحل  يبرا .باشد یممقدار ثابت 

 فـوق  یتفاضـل در معادلـه   y0=cه ی ـجواب اول اهمراه ب tدو، سه،...، ،یکب برابر یرا به ترت tمقدار 
   :میده یقرار م

y1 = ky0= kc,     y2= ky1 = k2c,     y3= ky2= k3c  , …,     yt = ktc                        (29) 

 tاز  یرا به صورت تابع ytموسوم است مقدار  يه به روش عددکش فوق وگر از ریبه عبارت د
را  یتفاضلو هم خود معادله ه یاولون هم جواب چ 1جه یه طبق نتکم ینوشت y0=cه یو مقدار اول

 باشد.  یمرتبه اول همگن م یخط یتفاضلد جواب معادله ینما یبرقرار م
   2 جهینت

 باشد.  یم c=y0ه در آن ک yt= cktبرابر است با   yt= kyt-1 یخط تفاضلمعادله  جواب
  تعادل يایثبات پو -2-1

جتاً ینت .دارد kو  cر یبه مقاد یاول فوق بستگمرتبۀ  یتفاضلدر معادله  یروند زمان
ثبات از نمود. منظور  یسرن دو پارامتر بریتوان در مقدار ا یتعادل را م يایثبات پو یچگونگ

 تعادلمقدار  یکبه سمت  ytند مقدار کل یت مینها یبه سمت ب tه اگر کن است یتعادل ا يایپو
خواهد  یکت نزدینهایز به بین ytمقدار  tش یه با افزاکنیا ایرد کل خواهد ین میا معیا صفر یثابت 

 م. یمنا یثبات م یرا با ثبات و درحالت دوم ب یدرحالت اول روند زمان .شد
  تعادل يایدر ثبات پو kاثر  -2-1-1

ابد ی یش میافزا tه ک یرا وقت cktجمله  یمعادله فوق روند زماند در یگر بایبه عبارت د
باشد چون  یم cاز  يشتریت بیمها ين قسمت دارایدر ا kه مقدار کواضح است  .مینمائ یبررس

. )c=1باشد ( یم یکبرابر با  cه مقدار کم ینک یفرض م  kاثرات  یبررس يرسد. برا یم tتوان ه ب
باشد را به هفت  یم -∞+ تا ∞ه از ک kرات ییمطلب دامنه تغن یل ایه و تحلیبه منظور تجز

) آورده 1-2ر (یتصو ن دری) و همچن1-2ن مناطق در جدول (یم اینک یم میز تقسیمنطقه متما
 شده است. 
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 )1-2جدول ( ktمقدار 
t=4 t=3 t=2 t=1 t=0  مثالkt  مقدارk منطقه 
16 8 4 2 1 (2) t b>1        (|b|>1) I 
1 1 1 1 1 (1)t B=1       (|b|=1) II 

16
1

 
8
1

 
4
1

 
2
1

 
1 t)

2
1( 0<b<1   (|b|<1) III 

0 0 0 0 0 (0)t b=0        (|b|=0) IV 

16
1

−  
8
1

−  
4
1

 
2
1

−  
1 t)

2
1(− -1<b<0  (|b|<1) V 

1 -1 1 -1 1 (-1)t b=-1      (|b|=1) VI 
16 -8 4 -2 1 (-2)t b<-1      (|b|>1) VII 

باعث  ktدر هر منطقه مقدار  ،است واضح 1-2ر یو تصو 1-2ه از جدول کهمانطور 
شتر یب tش یبا افزا ktباشد  یم k>1ه ک Iدر منطقه  .شود یم y یمختلف روند زمان يهالکجاد شیا

 یکن نمودار به صورت یا .آورده شده است 1-2ر یتصو يشود. نمودار آن در بالا یشتر میو ب
 tر یتمام مقاد يبرا ktباشد  یم k=1ه ک IIدر منطقه . وستهیپ یمنحن یکاست تا  يا تابع پله

 III ،1<K<0در منطقه . است یخط افق  یکن بصورت آل کن شیبنابرا .باشد یم یکبا  يمساو
رسد. با  یم tبزرگتر از صفر به توان  یول یکتر از کوچکعدد  یکن منطقه یباشد. در ا یم

باشد و در  یم IV ،k=0شه مثبت است. در منطقه یهم یابد ولی یاهش مک k2مقدار  tش یافزا
 یمنطبق است. زمان tه بر محور کشود  یم ین معادله خط راستیل اکخواهد شد و ش kt= 0جه ینت
ا مثبت به خود ی یر منفیمقاد یدر هر دوره زمان ktتر از صفر باشد مقدار کوچک kه مقدار ک
خود  یولرد اگذ یاهش مکروبه  ktقدرمطلق  tش یبا افزا k<0<1- هک V در منطقه .ردیگ یم

رود و  یبالاتر م tجه هرچه یدر نت .شود یا مثبت می یمنف tا فرد بودن یوج زبازاء  ktمقدار 
 شود. در منطقه یم یکنزد tبه سمت محور  ktآن آمده تابع به  ر مربوطیه در تصوکهمانطور 

VI، k= -1 باشد و تابع  یمkt  ا فرد بودن یبازاء زوجt، ن محور یبالا و پائt رد. بالاخره یگ یقرار م
شود.  یدورتر م tاز محور  tش یر با افزایهمانند تصو ktباشد  یم k<-1ه ک ی، زمانVIIدر منطقۀ 

 :ر استیل زکبه ش kt  (k≠0) یرد. روند زمانکر خلاصه یل زکتوان به ش یمطالب فوق را م
k>0           نندهکرنوسان یغ     k<0    نندهکنوسان             |k|>1                رایرمیغ k|<1| را یم     
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 دهد. یرا نشان م yt یروند زمان ییرای/نامییراینوسان/عدم نوسان و مقدار آن م kعلامت  یعنی

t

t

t

t

t

t

t

منطقھ

I

II

III

IV

V

VI

VII

 k

0

-1

+1

yt

yt

yt

yt

yt

yt

yt

 kنمودار  
t

 
 1-2ر یتصو



 17  ثبات پویاي تعادل

 

t

t

t

t

t

t

t

منطقھ

I

II

III

IV

V

VI

VII

 k

0

-1

+1

yt

yt

yt

yt

yt

yt

yt

k t-   نمودار

 
 2-2ر یتصو
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  تعادل يایه در ثبات پویاثر شرط اول -2-1-2
فرض  یکرا ثابت و برابر  cزان یم میدیسنج یتعادل م يایرا در ثبات پو kه اثر ک یزمان

باشد  c|>1|گر اگر یشود به عبارت د یاس میباعث اثرات مق cktدر تابع  cمقدار  .میابود ردهک
گردد. اگر  یم ytمحور  ياس بر رویتر شدن مقکوچکباشد باعث  c|<1|اس را بزرگتر و اگر یمق

c<0 نه آنها نسبت به محور یبا قر 1-2ر یتصو يباشد تمام نمودارهاt یکشوند چون  یعوض م 
 آورده شده است.  2-2ر یل در تصوکن شیاشود.  یضرب م ktدر مقدار  یعلامت منف

 3 نیتمر
 د.  ینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -1

1-   yt+3 = -yt+2       y0= 10 
2-   yt+1 = ayt+2       y0= b 
3-   yt+1 = -3yt+2      y5= -4 

 د.  ینکر بحث یمعادلات ز یروند زمان یدر چگونگ -2

1-    yt= 3t                                                 2-    yt= 2(
3
1

)t               

3-    yt= 5(-
10
1

)t                                        4-    yt= -3(
4
1

)t 

 د.  ینکبحث  1نیمعادلات تمر یروند زمان یدر چگونگ -3

)(1یتفاضـل در معادله  -4 −−
= tt y

ba
ay ه ک ـa  وb  ینامشـخص هسـتند چگـونگ    يپارامترهـا 

 د.ینمائ یرسبر bو  aرا بر حسب  yt یروند زمان
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  مرتبه دوم همگن یخط یتفاضلمعادلات  -3
 

 ریمقاد bو  aه کهستند  ریز یلکل کش يمرتبه دوم همگن دارا یخط تفاضلمعادلات 
  :باشند یثابت م

yt+ ayt-1 + byt= 0                                                                                                )30(  
در نظر  )30( یتفاضلمعادله  ير را برایز یشیمرتبه اول جواب آزما یتفاضلهمانند معادله  

 د.یریبگ
yt= xt                                                                                                                                                                                  )31(    

 م. یسینو یم t-2 ، t-1 يها زمان يان رابطه را بریا 
yt-1 = xt-1                         yt-2 = xt-2  

 x2 + axt-1 + bxt-2 = 0:                                         مینک ین میگزی) جا30معادلات فوق را در (
 :شود یل میقرار ذ هحاصل ب م.ینک یم میتقس  xt-2ن را بر یطرف

x2 + ax + b = 0                                                                                                   )32 (  
خوانده ا معادلۀ مشخص ی charachteristic equation یکستیترکرکن معادله به نام معادله یا 
  :باشد یر میز يها شهیر يدارا ن حالت از درجه دوم بوده ویا ه درکشود  یم

x', x"= 
2

42 baa −±−
  

 :میدار 31ن در یگزیبا جا
yt= (x')t, yt= (x")t                                                                                                                                                     )33(  

ر در ین مقادیا ینیگزیبا جا .ندینما ی) را برقرار م30( یتفاضلمعادله  yt ير برایاخن دو جواب یا
ن موضوع یروشن شدن ا يند. براینما یمنه را برقرار یط اولیشرا یجه واضح است ولین نتی) ا30(

  :دینکر توجه یبه مثال ز
  1-3 مثال

 yt-1 – 5yt-2=0 یتفاضلمعادله 
4
1

  yt-5ه یط اولیرا با شراy0= 3  و
2
1

 y1= 6  د.  ینکحل را 
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ل کیتش ـ فـوق  یتفاضـل معادلـه   ي) را بـرا 32( یکستیترکرک) معادله 31چون ( یبا احتساب جواب
   :میده یم

x2 - 5
4
1

x-5=0       x'= 4 ، x"= 1
4
1

  ==>   yt= (4)t , yt= (1
4
1

)t 

و   y0= 3ه ین جواب شرط اولیا
2
1

 y1= 6  راید زینما یمنرا برقرار:  

y0= 40 ≠3,      y0= (
4
11 )0 ≠3 

y1= (4)1 ≠
2
16 ,   y1= (

4
11 )1 ≠ 

2
16  

  هیط اولیشرا ياصلاح برا -3-1
ر را یه زید قضیه را برقرار نمایط اولیو هم شرا یتفاضلمعادله هم ه ک یدن  به جوابیرس يبرا

  :دینکملاحظه 
 1هیقض

ز ین  By2,t  وAy1,t ند یدوم را برقرار نمامرتبۀ  یتفاضله معادله کباشند  یهائ ولفرم y2,t  و  y1,tاگر 
 باشند.   یاعداد ثابت دلخواه م Bو  Aه کت خاسد نآن معادله را برقرار خواه

 یتفاضـل ر مربوطـه را در معادلـه   یمقـاد yt-1 و   yt-2 يبجـا و   yt= Ay1,t + By2,t  مین ـکفرض  اگر
   :م داشتیواهخم ی) قرار ده30(

yt= -a(Ay1,t-1 ABy2,t-1) –b(Ay1,t-2 + By2,t-2) 
 م:  یجملات دار یبا جابجائ

yt= A[-ay1,t-1 +By1,t-2] + B[-ay2,t-1 – by2,t-2] 
د ی ـنـد پـس با  ینما ی) را برقـرار م ـ 30( یتفاضـل معادلـه   y2,tو  y1,tم یردک ـه فرض ک یاما از آنجائ

y1t= -ay1,t-1 -by1,t-2                      :                       میداشته باش
      ,       y2t= -ay2,t-1 – by2,t-2 

   :م داشتیخواه .مینک ین میگزیجا yt يها روشهکعبارات فوق را در 
yt = Ay1,t + By2,t 

 ه ثابت شده است.  یباشد و قض ی) م30جواب معادله ( یکز ین yt يبرا  ن رابطهیب این ترتیبد
ه ید. طبق قض ـیز بتواند برقرار نمایه را نیط اولیه شراکم ی) برگرد30( تفاضلمجدداً به حل معادله 

  :) صادق است30ر در معادله (ی) فرمول ز33و با استفاده از ( 1
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yt= A(x')t + B(x")t                                                                                              )34(    

) 30در معادلـه (  y1= c1و  y0=c0 هیط اولیه شراکنیا يباشند. برا یاعداد ثابت دلخواه م Bو Aه ک
   :مید داشته باشیصادق باشند با

y0 = A(x')0 + B(x")0  = c0       ==>     A+B = c0 
y1 = A(x')1 + B(x")1 = c1        ==>     Ax'+Bx" = c1 

م تـا جـواب   یده ـ ی) قـرار م ـ 34در معادلـه ( و م ین ـک یرا محاسـبه م ـ  B , Aر یاز دستگاه فوق مقاد
 د. یبدست آ

 2-3مثال 
 د.  ینکرا حل  1-3مثال 

tt                      :می ـ) دار34و بـا اسـتفاده از (   1-3با توجـه بـه مثـال    
t BAy )

4
11()4( و   =+

 م  یه داریط اولیشرا يبرا

A+B= 3,     4A+ 
4
11  B= 

2
16        ==>      A= 1 ,   B=2 

ttبا:                                                        برابر خواهد بود یپس جواب نهائ
ty )

4
11(24 += 

 4ن یتمر
 د.  ینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -1

1-     yt = 4yt-1 -3yt-2  y0= 2  y1= 4 
2-     yt = 6yt-1 -8yt-2  y0= 8  y1= 22 
3-     yt = 5yt-1 -6yt-2  y0=-3  y1= -4 
4-     yt = 3yt-1 + 10yt-2 y0= 8  y1= -2 
5-     yt = 8yt-1 -12yt-2 y0= 57 y1= 334 
6-     yt = 4yt-2   y0= 8  y1= -4 

 :ندک یر عمل نمیمعادلات ز ين بخش برایچرا روش ارائه شده در ا -2
1-     yt= 5yt-1 -9yt-2                                                        2-     yt= 3yt-1- 10yt-2 
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  nهمگن از مرتبه  یتفاضلمعادلات  -4
 

ام nوم به مرتبه دمرتبه  یتفاضلم معادله یش از دو تعمیبا مرتبه ب یتفاضلمعادلات 
 nمعادله مرتبه دربارة م یبر یار مکله مرتبه دوم بداعه در مورد مک یا و روشیباشد. تمام قضا یم
باشد.  یم یکستیترکرکماند در روش حل معادله  یم یه باقک یشود. تنها فرق یار گرفته مکز بین

شتر یب يفصول بعد در شود و یمعادلات ارائه م  ن گونهینسبت به ا یلک دید یکن قسمت یدر ا
 یتفاضلمعادلات  يبرا ر رایز یلکل ک. شم نمودیبحث خواه یکستیترکرکراجع به معادلات 

 :میریگ ینظر م در )بدون عدد ثابتهمگن (ام nمرتبه 
Yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n                                                                             )35(  

 yt= cxtل کجواب به ش باشد  yt= cyt-1 اگر  :میمرتبه اول داشت یتفاضلدر معادله 
 ,…, yt-1 = cxt-1                             :میسینو یمختلف م يها زمان يرابطه را بران ی. اخواهد بود

yt-n = cxt-n 
 cxt = ca1 xt-1 + ca2 xt-2 + … + can xt-n             :مینک ین میگزی) جا35معادلات فوق را در (

 م. حاصل برابر است با: ینمائ یم میتقس cxt-nن را بر یطرف
xn = a1xn-1 + a2 xn-2 + …+ an                                                                               )36(   

 یمعادلات يباشد. برا یم nه از درجه کما خواهد بود  یکستیترکرکال ینوم یرابطه فوق معادله پل
م. البته یندار يبرا یش از چهار باشد فرمولیب n یآن وقت يها شهیردن رکدا یو پ nر ینظ

 یه پولکم یدان یبه هرحال م .دنها وجود دار الینوم ینگونه پولیحل ا يبرا يعدد يها حل راه
 . مینام یم  x1, x2, … , xnرا ه آنها کباشد  یشه میر n ي) دارا36ال (ینوم
  2 هیقض

ننـد  کام صـدق  nمرتبـه   یتفاضـل ه تمام آنها در معادله کباشند  یهائ فرمول ynt , … y2t , y1t گرا
b1y1t + b2y2t + …+ bnynt مرتبه  یتفاضلجواب همان معادله  یکز ینn باشـد.  یم ـ bn,…,b2,b1  
 اعداد ثابت دلخواه هستند.  

 ه به آن است.  یاملاً شبکباشد و اثبات آن  یم 1ه یقضم یتعمه ین قضیا
   :میه داشته باشیشرط اول n دیام باnمرتبه  یتفاضلحل معادله  يبرا

y0 = c0 , y1 = c1 , … , yn-1 = cn-1  
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 ند. ک ی) صدق م35ر در معادله (یفرمول ز 2ه یطبق قض یاز طرف 
yt = b1(x1)t + b2 (x2)t + …+ bn(xn)t                                                                      )37 (  

ه محاسـبه  ی ـط اولیر شرایبا مقادرا ه مقدار آنها کاعداد ثابت دلخواه هستند   bn , … , b2 , b1 ه ک
 د: یند باک) صدق 35معادله ( ه دریط اولیه شراکنیا يم نمود. برایخواه

y0 = b1(x1)0 + b2 (x2)0 + … + bn(xn)0 = c0 
y1 = b1(x1)1 + b2 (x2)1 + … + bn (xn)1 = c1 
………………………………………… 
yn-1 = b1(x1)n-1 + b2 (x2)n-1 + …+ bn (xn)n-1 = cn-1 

م ی ـآور یبدسـت م ـ    bn , … , b2 , b1 يبـرا  یهائ فوق جواب یمجهول nمعادله  nبا حل دستگاه 
 ) بدست خواهد آمد. 35م جواب معادله (ی) قرار ده37ه اگر آنها را در (ک

  1-4مثال 
ر حـل  ی ـز هی ـط اولیرا بـا شـرا    yt = 3yt-1 + 15yt-2 – 19yt-3 -30yt-4مرتبه چهارم  یتفاضلمعادله 

  y3 = 304 , y2= 90 , y2= 90  , y1=6  , y0= 5                                                            :دینک
 م.  یده یل مکی) را تش36( یکستیترکرکال ینوم یپول

x4 – 3x3 – 15x2 + 19x + 30= 0 
هـا در   شـه ین ری ـا ینیگزیباشد. با جـا  یم x4= 5 , x3= -3 , x2 = 2 , x1 = -1 يها شهیر يه داراک
  yt= b1(-1)t + b2(+2)t + b3(-3)t + b4(+5)t                                            :م داشتی) خواه37(

   م:ینک یمدا یرا پ  b4 , b3 , b2 , b1ر یند مقادکجواب فوق صدق  دره هم یط اولیه شراکنیا يبرا
y0 = b1 + b2 + b3 + b4 = 5 
y1 = b1 + 2b2 - 3b3 + 5b4 = 6 
y2 = b1 + 4b2 + 9b3 + 25b4 = 90 
y3 = -b1 + 8b2 -27 b3 + 125b4 = 304 

 b1 = 1 , b2= -1  , b3= 2  , b4= 3    :دیآ یر را بدست میر زیفوق مقادمعادلات از حل دستگاه 
 yt= (-1)t-(2)t + 2(-3)t + 3(5)t                                          ن برابر است با: ین جواب معیبنابرا
  5 نیتمر

  :دیل دهکیتشرا ر یز یتفاضلمعادلات  یکستیترکرکال ینوم یپول -1
1-     yt+1 + yt+2 + yt+3 + yt+4 + yt+5+ yy+7= 0                3-     yt-1 + dyt-9 = 0 
2-     2yt – byt-1 + cyt-8= 0                                           4-     yt+3 – yt+8 = 0 

 فوق خواهد بود؟  یتفاضلن قسمت قادر به حل معادلات یا روش بحث شده در ایآ -2
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 رهمگنیغ یخط یتفاضلمعادلات  -5
   

 م. ینک یف میر تعریل زکرهمگن را به شیغ یخط یتفاضلمعادله  یلک روه طب
yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n + b                                                                     )38  (  

  رهمگن مرتبه اولیغ یخط یتفاضلمعادله  -5-1
باشد را در نظر  یرهمگن از مرتبه اول میغ یخط یتفاضلمعادلۀ  یکه کر یمعادله ز

 :ثابت هستند c,aه ک دیریبگ
yt+1 + ayt = L                                                                                                     )39(  

 ypجواب خاص  یکباشد  یشامل دو قسمت م یرهمگن جواب عمومیغ یتفاضلدر معادلات 
ب ه جواک ycمل کباشد و تابع م ی) م39رهمگن (یجواب معادله غ هره عبارت است از ک

 باشد.  ی) م40معادله همگن شده ( یعموم
yt+1 + ayt=0                                                                                                        )40 (  

از  یناش يها ننده انحرافکن ییمل تعکه و تابع میاول یانگر مقدار تعادل موقتیب  ypجواب خاص 
 .ردکجاد خواهد یرا ا یاب عموموج yc , ypباشد. مجموع  یه میاول یاز تعادل موقت یروند زمان

با  .دیریمل را درنظر بگکباشد. اول تابع م یز لازم میه نیشرط اول یکقبل همانند ناگفته نماند 
 yt+1 = ckt+1 ,      yt= ckt                                                م: یسیم بنویتوان یم 2جه یاستفاده از نت

 ckt+1 + ackt= 0                                م: ینک ین میگزی) جا40روابط فوق را در معادله همگن (
  ckt (k+a)= 0:                                                                                    میریگ یتور مکفا cktاز 
ckt چون اگر  .میریگ ینظر م را مخالف صفر درckt= 0  خط راست است  یکباشد نمودار آن

خواهد  k=-aپس:  .صفر باشد يد مساویبا k+aپس مقدار  .شود یمنطبق م یه بر محور افقک
پس  .قرار داد a-يرا مساو kد یبا یشیه در جواب آزماکاست  ین معنیعبارت فوق بد .بود
 yc (= ckt) = c(-a)t                                ر نوشته شود: یل زکد به شیمل باکب تابع مین ترتیبد

 yp يه براکم یگفتقبلاً  .ندک) را حل 39ه معادله (کم ید به دنبال جواب خاص بگردیحال با
ل کن شیتر با ساده یشیاگر جواب آزما ،نیم. بنابراینک) را انتخاب 39از ( یم هر جوابیتوان یم

yt=M  )M حالا اگر  .م داشتینخواه يگریل دکشمعدد ثابت است) بتواند جواب باشد  یک
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yt= M  باشدy  ابت ثمقدارM داشته د یبان یپس همچن .ردکرات زمان حفظ خواهد ییرا در تغ

     م: ینک ین میگزی) جا39ر (را در ین مقادیا. yt+1= Mم یباش
a

L
+1

M+aM= L  ==>  M=  

 ر نوشت: یل زکتوان به ش یجواب خاص را م ،ندک یخاص معادله را برقرار م Mن یه ایکاز آنجائ

Yp(=M) = 
a

L
+1

     (a≠-1) 

اب خاصوج ،باشد a=-1اگر 
a

L
+1

حل معادله  يبرا يگرید روش دیف نشده است و بایتعر 

          yt+1 = M(t+1)م: یپس دارم. ینک یش میرا آزما yt= Mtجواب لذا م. ینکدا یرهمگن پیغ

                     م:ینک ین میگزی) جا39ن را در (یا
att

L
++1

 M(t+1)+aMt=L    ==>    M=  

 yp(= Mt)= Ltب:                                       ین ترتیبدخواهد بود.  M=Lاست پس  a=-1چون 

 كتعادل متحر یکانگر یبن یو بنابرا ،باشد یم tرثابت از یتابع غ یکل جواب خاص کن شیا
ل کبه شحالت مختلف فوق دو  يه براکل داده کیرا تش یجواب عموم yp , ycمجموع . است

  :شوند یر ارائه میز
yt = yc+ yp                                                                                                                                                                       )41(  

yt = c(-a)t+ 
a

L
+1

  (a≠-1)                                                                        )42(  

yt = c(-a)t + Lt= c+Lt (a=-1)                                                                        )43(  
ن یحذف ا يبرا .باشند ینم ytننده کن ییقاً تعی) دق43و ( )c) ،42با وجود عدد ثابت دلخواه  یول

  :شود یر میل زک) به ش42در ( .)y0م (ینک یمحاسبه م t=0را در زمان  ytمقدار ثابت مقدار 

c= y0 - a
L
+1

 

 شود:  یل می) با استفاده معادله فوق از قرار ذ42( يبرا یجتاً جواب نهائیو نت

yt = (y0 - a
L
+1

)(-a)t + 
a

L
+1

   (a≠= -1)                                                        )44(  

) 43را از ( y0مقدار صفر قرار داده  يرا مساو t .میده ی) انجام م43( يات را براین عملیهم
  :گردد یل میر تبدیل زک) به ش43جواب ( ،نیبنابرا .شود یم y0= cجه یدر نت .مینک یمحاسبه م

yt= y0+ Lt  (a= -1)                                                                                 )45(  
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 شوند.  یده مینام »یجواب نهائ«ا ی »نیجواب مع«) 45) و (44( يجوابها 
  1-5مثال 

ه یرا با شرط اول yt –5yt-1 = 1 یتفاضلمعادله 
4
7

 y0= د.  ینکحل 

آن را در  yt=cktمقــدار  ل داده وکیرا تشــ yt–5yt-1=0 همگــنمعادلــۀ مــل کافتن تــابع میــ يبــرا
  ckt-5ckt-1=0   ==> k=5   ==> yc=c(5)t                                                م:ینک ین میگزیجا

رهمگن ی ـو قـرار دادن آن در معادلـۀ غ   yt=M یش ـیرا با استفاده از جـواب آزما  ypجواب خاص 
 م:یآور یبدست م

M- 5M=1     ==>  m=-¼    ==>  yp= -¼ 
  - yt= c(5)t ¼          :       دیآ یمل و جواب خاص بدست مکاز مجموع تابع م یجواب عموم 

 م.  ینک یدا میرا پ cمقدار ثابت دلخواه  y0استفاده از  t=0با قرار دادن 

y0= c(5)0 -
4
1

   ==>  
4
7

= c-
4
1

     ==>  c=2         

                                                                      :ن برابر خواهد بود بایعجواب م
4
1 yt = 2(5)t - 

  به سمت تعادل یهمگرائ -5-1-1
همگن مرتبه اول  یتفاضلمعادلات  درتعادل  يایراجع به ثبات پو 1-2در قسمت 

ن ی. در اقرار گرفتنظر  تعادل مد يایل ثبات پویه و تحلیتجز يمل براکصحبت شد و تابع م
با م و جواب خاص را در رابطه یریگ ینظر م رهمگن دریرا به صورت غ یتفاضلقسمت معادله 

جواب  ،دیمطرح گرد 2-5قسمت  يه در ابتداکم. همانطور ینک یم یبررس cktمل کتابع م
از  یناش يها ننده انحرافکن ییتع ycمل که و تابع میاول یانگر مقدار تعادل موقتیب ypخاص 

اضافه شود، تابع  cktبه جمله  yp=5مانند  يا اگر جمله .باشد یه میاول یاز تعادل موقت یزمانروند 
پس  .ابدیانتقال  5 د به سمت بالا به اندازه مقداریباشد با یم یدهنده روند زمان ه  نشانکما 

 یاما آن سطح ؛نخواهد شد یتابع روند زمان یا واگرائی یئن امر باعث همگرایاه کواضح است 
دهد.  یر میینسبت به آن اتفاق خواهد افتاد را تغ یتابع روند زمان یا واگرائی یه همگرائکرا 
نسبت به سطح تعادل  ckt یا واگرائی یدهند همگرائ ینشان م 2-2و  1-2ر یه تصاوکرا  يزیچ

 yt= yc+yp یروند زمان یه همگرائکن است ید ایاضافه شود سئوال جد ypه ک یصفر است. زمان
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 IIرا در منطقه  k=1حالت خاص  یکن ارتباط یچه خواهد بود؟ در ا ypنسبت به سطح تعادل 
به علت  yT= c(1)T + yP = c+yPتابع مانند  یک یروند زمان .میریگ یدر نظر م 1-2ر یتصو

را به  c+ypمقدار  ytبه هر حال  .ندک ید نمیرا تولیرمیچگونه اثرات غیه t=1(1)وجود جمله  
ه کنیبرسد مگر ا ypتواند به مقدار  یچوقت نمیه ytدر واقع  ؛را  ypرد تا مقدار تعادل یگ یخود م

c=0 1حال اگر  .باشد>k>0 ش یباشد با افزاt، yt مت سطح تعادل به سyp رد کت خواهد کحر
نسبت به  یو همگرائ یواگرائ یلکر وواگرا خواهد بود. بط یباشد روند زمان k<0>1و اگر 

نسبت به سطح تعادل  یباشد تابع روند زمان  k|<1|و اگر دارد  kبه مقدار  یبستگ ypل داعتح سط
yp گر یهمگرا خواهد بود. به عبارت دyt= yc + yp  نسبت به سطح تعادلyp ر را دارد: یش زیگرا 

 k|>1|واگرا      ypنسبت به سطح تعادل 
 k|<1|    همگرا ypنسبت به سطح تعادل 

  رهمگنیمرتبه دوم غ یخط یتفاضلحل معادله  -5-2
ر کگفته شد را با ذ 2-5مل در قسمت که راجع به جواب خاص و تابع مک یاتکن

  :مینک یمامل ک يا هیقض
  3 هیقض

 ر را برقرار سازد: یه معادله همگن مرتبه دوم زکباشد  يا رابطه wtاگر 
yt= a1yt-1 + a2yt-2                                                                                                                                                        )46 (  

  :دیر را برقرار نمایزرهمگن مرتبه دوم یمعادله غه کباشد  يا رابطه ztن یو همچن
yt= a1yt-1 + a2yt-2 + b                                                                                           )47(  

wt + zt سازد.  ی) را برقرار م47ز معادله (ین 
بـه آن افـزوده    bه مقدار ثابت ک) است 46) همان معادله (47ه معادله (کد توجه داشت یبا: اثبات
 م.  ینک ین میگزی) جا47را در سمت راست ( wt + zt است. شده

a1(wt-1 + zt-1) + a2 (wt-2 + zt-2) + b 
را در a2 و   a1ن منظـور ی ـا يبـرا  .باشـد  یم ـ wt + ztه عبارت فوق برابـر بـا   کم ید نشان دهیحال با
 شود:   یر میل زکحاصل به ش .مینک یجا مبها را جاzها و wرده و کها ضرب  پرانتز

[a1wt-1 + a2wt-2] + [a1zt-1 + a2zt-2 + b] 
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در  ztن چـون  یباشـد و همچن ـ  یم wt روشه اول برابرک) صادق است پس 46در ( wtه ک یاز آنجائ
 wt + ztجتاً عبارت فوق برابـر بـا   یو نتباشد  یم ztروشه دوم هم برابر با کند پس ک یم قصد) 47(
ه ک ـم ینداشـت  يدکیچگونه تأیه هین قضید توجه داشت در ایبااست. ه ثابت شده یگردد و قض یم
b ه ک ـ یحل معادلات يمشابه روش فوق را برا یم روشیتوان یب مین ترتیعدد ثابت باشد. بد یک

 م. یار برکر ساده داشته باشند بیجمله متغ یک
مـل  کتـابع م  wt) و ypخـاص ( جواب برابر با  ztه کم یابی یدرم 2-5حات قسمت یتوض بهبا توجه 

)ycبرابر با  یائهجه جواب نید و در نتنباش ی) مyt= yp+ yc ا ی ـyt = zt + wt يباشـد. پـس بـرا    یم ـ 
مـل  کتابع مبه جواب خاص و سپس محاسبۀ اج به یدرجه اول احت در یت آوردن جواب نهائسبد

  :دیریر در نظر بگیله زداعروشن شدن مطلب م يم. برایدار
yt+2 + ayt+1 + byt= L                                                                                           )48(  

 م.  ینک یم شیآزما) 48امل (کرا در معادله  yt= Mردن جواب خاص، جواب کدا یپ يبرا 

M+aM+bM= L   ==>  M= 
ba

L
++1

 

 باشد جواب خاص برابر است با:  a+b≠0+1ه ک یب مادامین ترتیبد

yp(=M)= 
ba

L
++1

  (a+b≠-1)                                                                          )49 (  

اب وآن ج ـ يد بجـا ی ـو باخـورد   یسـت م ـ کش yt= M یش ـیباشد جواب آزما a+b=-1ه ک یزمان

yt=Mt م داشتیخواه .مینکش یرا آزما:                                  
2)1( ++++

=
atba

LM 

 :                                                                                   است پس a+b= -1چون 
2+a

L
M= 

   :ر استیل زکباشد به ش a≠-2و  a+b=-1ه ک یخاص در حالتب جواب ین ترتیبد

Yp(=m) 
2+a

L
  (a+b= -1    , a≠-2)                                                     )50(  

د جـواب  ی ـباباشـد)،   یم ـ b=1ه ک ـد (واضـح اسـت   وب ـ a=-2 ، a+b=-1ه ک ـم یداشـت  یاگر حـالت 

222 :                        م. پسینکرا امتحان  yt= Mt2 یشیآزما )1()2( bttat
LM

++++
= 

   :میآور یردن آن جواب خاص را بدست مکدر معادله فوق و ساده a=-2 و   b=1ردن کبا وارد 
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yp (=m) = 
2
1

tt  (a=-2 , b=1)                                                              )51 (  

  م:  ینک یمر را حل یمعادله همگن ز .مینک یم محاسبهمل را کحال تابع م
yt+2 + ayt+1 + byt=0                                                                                             )52(  

ح داده شـده  یاملاً توض ـک ـ 3در فصـل  باشـد   یم ـهمگن از مرتبـه دوم   یتفاضله کن معادله یحل ا
   :میسینو ی) م52( يرا برا یکستیترکرکاست. معادله 

x2 + ax + b = 0                                                                                                   )53(  

با:                                      آن برابرند یکستیترکرک يها شهیه رک
2

42 baa −±−
x' ,x" =  

 :میاعداد ثابت دلخواه باشند دار Bو  Aاگر  1ه یبا استفاده از قض
yc= A(x')t+ B(x")t                                                                                               )54(  

 باشد: یمل مکل حاصل جمع جواب خاص و تابع مکبه ش یبالاخره جواب نهائ
yt= A(x')t+ B(x")t+yp 

ر ی ـدام از حالات زکهر يم برایتوان یح داده شد میط مختلف توضیه در شراک ypبه  توجه حال با
   :میریر بگظر را در نیز یعموم يها جواب

Yt= A(x')t + B(x")t+ 
ba

L
++1

           (a+b≠-1)                                               )54(  

Yt= A(x')t + B(x")t + 
2+a

L
           (a+b≠-1 , a≠-2)                                     )55(  

Yt= A(x')t + B(x")t+ 
2
1

t2             (a= -2 , b=1)                                         )56(  

) 54( يبطور مثـال بـرا   .مینکرا محاسبه  B , Aر یه مقادیط اولیتوجه به شرابا د یدر مرحله آخر با
  :دیبا  y1=c1 y0=c0ه یط اولین شراتبا داش

y0= A(x')0 + B(x")0 +
t

L
++ 01

= c0 

y1= A(x')1 + B(x")1 +
b

L
++ 01

= c1 

) 54ه آنهـا را در ( ک ـنـد  یآ یبدسـت م ـ  A , Bر یفوق مقـاد  یمجهولدو از حل دستگاه دو معادله 
  .دیآ ی) بدست م48م و جواب معادله (ینک ین میگزیجا
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ز یشه متمایدو ر ي) دارا53معادله درجه دوم ( میردکه فرض کد توجه داشت یدر مطالب فوق با
د روش را ی ـ) باشـند با complexمخـتلط (  يهـا  شـه یر "xو  'xه ک ـ یباشـد. در صـورت   یم یقیحق

 . پرداختم ین موضوع خواهیا هراجع ب م. بعداً ینکعوض 
 2-5مثال 

 د.   ینکحل  y1=2 , y0=6ه یط اولیرا با شرا yt= 2yt-1 + 3yt-2 + 8 یتفاضلمعادله 
 :معادله همگن شود یکل به یرده تا تبدکذف حد ثابت معادله را دحل معادله فوق ع يحل: برا

yt= 2yt-1 + 3yt-2  
   :میده یل مکیمعادله فوق را تش یکستیترکرکال ینوم یپول

x2 -2x -3= 0        ==>    x'=3 , x"=1  
x'  وx" ) میگذار ی) م54را درون                                                             :yc= A(3)t+ B(-1)t 

ا ی ـرد ک ـتـوان دنبـال    یا روش نشان داده را م ـیار کنیا يبرا م.ینکدا ید پیحالا جواب خاص را با 
م روش قدم بـه قـدم را دنبـال    یاگر بخواه .) استفاده نمود51) و (49( يها ماً از فرمولیه مستقکنیا

 yt=M , yt-1=M , yt-2 =M           پس: م.ینک یش میامل آزماکرا در معادله  yt=Mم مقدار ینک
 M= 2M + 3M + 8    ==>   M=-2   ==>   yp=-2                                                :جهیدر نت

 yt= A(3)t+ B(-1)t-2         :ملکبرابر خواهد بود با مجموع جواب خاص و تابع م یجواب نهائ
 :مینک یرا وارد م y1=2 , y0=6ه یط اولیحال شرا

y0= A(3)0+ B(-1)0-2=6 
y0= A(3)1+ B(-1)1-2=2 

ن اعداد را در داخل جواب یخواهد شد. ا B=5 , A=3 ین دستگاه دو معادله دو مجهولیبا حل ا
 د بدست خواهد آمد. نریه را در نظر بگیط اولیه شراک یقرار داده و جواب نهائ یعموم

yt= 3(3)t+ 5(-1)t-2  
  رهمگنیغ nمرتبه  یخط تفاضلمعادله  -5-3

ش از یبا مرتبه ب )با عدد ثابت(رهمگن یغ یخط یتفاضلمعادله ان حل یش از شروع به بیپ
 :میده یم میتعم n یلکحالت  يرا برا 3ه یدو قض

  4 هیقض
 برقرار سازد:  را ر یام زnه معادله همگن مرتبه کباشد  يا هر رابطه wtاگر 

yt= b1yt-1 + b2yt-2 + …+ bnyt-n                                                                             )57(            



 31  ثبات پویاي تعادل

 

 ر برقرار سازد: یام زnرهمگن مرتبه یه معادله غکباشد  يا هر رابطه ztن یو همچن
yt= b1yt-1 + b2yt-2 + …+ bnyt-n + b                                                                       )58(  

 سازد.  ی) را برقرار م58رهمگن (یز معادله غین wt + ztجه یدر نت
 شود.   یگذاشته مباشد و به عهده خواننده  یم 3ه یاملاً همانند اثبات قضک: اثبات

نظـر   ر را دری ـز یل ـکل کرد ش ـک ـم ین بخش راجع به آنان صحبت خواهیه در اک یعادلاتم يبرا
 م.  یریگ یم

yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n = L                                                                       )59(   
   :مینک یر را حل میزمل معادله همگن کبدست آوردن تابع م يبرا

yt= a1yt-1 + a2yt-2 + …+ anyt-n = 0                                                                       )60(  
 yt= ckt,  yt= ckt-1 , … , yt-n = ckt-n :              مختلف نوشته يها زمان يرا برا yt=cktجواب 

   :م داشتی) خواه60روابط فوق در معادله ( ینیگزیجاو با 
cxt + ca1xt-1 + ca2xt-2 + …+ canxt-n = 0 

 ر است:  یل زکم نموده حاصل به شیتقس cxt-nن را بر یطرف
xn + a1

n-1 + a2xn-2 + … + an = 0                                                                          )61(  
افتـه و بـا اسـتفاده از    یآن را  يهـا  شـه ید ری ـبـوده و با  nفوق از درجه  یکستیترکرکال ینوم یپول
 م:  یسیمل را بنوکتابع م 2هیقض

yc = d1(x1)t + d2(x2)t + … + dn(xn)t                                                                     )62(  
د جواب خاص را یباشند. حال با ی) م61( یکستیترکرکمعادله  يها شهیر i=1,…, n يبرا xiه ک
   :مینک یش می) آزما59امل (کرا در معادله  yt=M یشیجواب آزما .مینکدا یپ

yt= yt-1 = …= yt-n = M 
 م داشت:  ی) خواه59ن روابط در (یا ینیگزیپس از جا

M+ a1M+ a2M+ …+ anM= L 
 م:  ینک یرا از معادله فوق حساب م تور گرفته و مقدار آنکفا Mاز 

M= 
naaa

L
++++ ...1 21

  (a1+ a2+ …+ an ≠-1) 

 :هکم یا ردهکدا یشود جواب خاص را پنسر فوق صفر که مخرج ک یبه شرط
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yp (=M) = 

∑
=

+
n

i
ia

1
1

1
            )1(

1
−≠∑

=

n

i
ia                                                       )63(  

∑هک یدر صورت
=

−=
n

i
ia

1
 .میبر ار کرا ب yt=Mtجواب  yt=Mش یجواب آزما يد بجایبود با  1

 yt=Mt , yt-1=M(t-1), …, yt-n=M(t-n):                                                                       پس

 م داشت:  ی) خواه59روابط فوق درون ( ینیگزیبا جا 
Mt+ a1M(t-1) + a2M(t-2) +…+ anM(t-n)= L 

 Mt+(1+a1+a2+…+an - M(a1 + 2a2 +...+ nan) = L               :مینک یرا محاسبه م Mدوباره 
برابر  Mب مقدار ین ترتیبد .شود یاست پرانتز اول برابر صفر م a1+a2+…+an=-1ه کنیبا فرض ا

                                                                              :است با
nnaaa

LM
+++

−
=

...21

 

 م. یا ردهکدا یجواب خاص را پ a1+2a2+….+nan ≠0ه کنیابه شرط 

Yp (=m)= 

∑
=

+

−
n

i
iia

L

1
1

  (∑
=

n

i
iia

1
≠0)                                                     )64(  

∑= 0صفر باشد ( يسر فوق مساوکه مخرج یکدر صورت
=

n

i
iia

1
) 59را در ( yt=Mt2د جـواب  ی) با

 yt= Mt2 , yt-1 = M(t-1)2 , yt-n = M(t-n)2:                                       مینکن یگزیجا

 م داشت:  یجملات خواه يم پس از دسته بندینک ین میگزی) جا59مانند قبل روابط فوق را در ( 
Mt2(1+a1+a2+…+an) + M(a1+22a2+…+n2an) - 2Mt(a1+2a2+…+nan)= L 

       :جهیدر نت .پرانتز اول و پرانتز سوم هر دو برابر صفر هستند
annaa

LM 2
2

2
1 ...2 +++

=  

  :بود باپس جواب خاص برابر خواهد 

∑
=

== n

i
i

p

ai

LMy

1

2
)(        ∑

=

−=
n

i
ia

1
1        ∑

=

=
n

i
iia

1
0         ∑

=

≠
n

i
iai

1

2 0 )65(         

0ه باز همک یدر صورت
1

2 =∑
=

n

i
iai یشید جواب آزمایباشد yt= Mt3  م بـاز اگـر   ین ـکرا امتحان

و اگـر موضـوع ادامـه داشـت و محاسـبات       yt=Mt4جـواب   ،برابر با صفر شد یسر نهائکمخرج 
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 حتمـاً  yt=Mtnم بالاخره جـواب  یم تا به جواب برسیده یار را آنقدر ادامه مکن یست خورد اکش
 م:  یسینو یرا م یعمومجواب ردن جواب خاص کدا یبا پ .سازد یام را برقرار مnمرتبه  تفاضل

yt= yc+ yp
 

yt=d1(x1)t+ d2(x2)t +…+ dn(xn)t + yp  
 dnتـا   d1م تـا ضـرائب   ینک یرا وارد م yn-1=cn-1 , … , y1=c1 , y0=c0ه یط اولین مرحله شرایدر ا

 م. یه مسئله بدست آوریط اولیرا با توجه به شرا یم و جواب نهائینکرا محاسبه 
y0= d1 (x1)0 + d2 (x2)0 +…+ dn (xn)0 + yp = c0 
y1= d1 (x1)1 + d2 (x2)1 +…+ dn (xn)1 + yp = c1 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::........... 
yn-1= d1 (x1)n-1 + d2(x2)n-1 +…+ dn (xn)n-1 + yp = cn-1 

ر کذت ـلازم بـه   .را محاسبه نمـود  dnتا  d1ر یتوان مقاد یفوق م یمجهول nمعادله  nاز حل دستگاه 
 .باشـد  یز م ـیو متمـا  یقیشه حقیر n ي) دارا61( یکستیترکرکمعادله  هکم یردکفرض ه کاست 

 رد. کد عوض یا مختلط باشد روش حل را بایمضاعف  يها شهیر ي) دارا61ه (ک یدر صورت
  6 نیتمر

  :دینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -1
1-     yt= 5yt-1 -8  y0=5 
2-     yt+1+ 3yt=4  y0= 4 
3-     2yt+1 –yt= 2  y0= 7 
4-     yt+1 = 0.2yt+8  y0=1 

 :دینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -2
1-     yt= 6yt-1 – 8yt-2 -9  y0=5 , y1= 19 
2-     yt= 3yt-1 + 10yt-2 – 12 y0= 9 , y1= -1 
3-     yt= 4yt-2 + 90            y0= -32 , y1= -14 

  :دیابیر بیجواب خاص را در معادلات ز -3
1-     yt= 4yt-1 – 3yt-2 + 5 
2-     yt= -7yt-1 + 8yt-2 -3 
3-     yt= -7yt-1 – 8yt-2-3 
4-     yt= 3yt-1 – 3yt-2 +yt-3 + 6 

 ؟ستیر نین قسمت قادر به حل معادله زیچرا روش ارائه شده در ا -4
yt= 4yt-1 -3yt-2 + 5 
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  یخط یتفاضلمعادلات در ها  شهینقش ر -6
 

شه یر n ي) دارا61ال (ینوم ین است معادله پولکح داده شد ممیه قبلاً توضکهمانطور 
ست خوردن کل باعث شین قبیاز ا یحالات .مختلط باشد يها شهیر يه داراکنیا ایز نباشد و یمتما

 ح داده شده در قبل خواهد شد. یروش توض
  مضاعف يها شهیر -6-1

) 61( یکسـت یترکرکال ی ـنوم یمعادلـه پـول   يهـا  شـه یر یه وقت ـک ـه روشن شود کنیا يبرا
 :دینکر توجه یشود به مثال ز یدا میمربوطه پ یتفاضلدر حل معادله  یالکچه اش ،مضاعف باشند

 1-6 مثال
 يبــرا .مینــک یحــل مــ y0=5 , y1=6ه یــط اولیشــرا بــا yt= 4yt-1–4yt-2 یتفاضــلمعادلـه  

 یکسـت یترکرکال ی ـنوم یم و پـول ین ـک ین م ـیگزیرا در معادلـه فـوق جـا    yt=xtردن جـواب  کدایپ
 x2 -4x + 4= 0                                                                            :میآور یربوطه را بدست مم

معادلـه   ، درردن جـواب ک ـدا ی ـپ يم. بـرا یرس ـ یاعف م ـض ـشـه م یبه دو ر x'=x"=2ن حالت یدر ا
 yt = A(x')t + B(x")t                                                                                                :یتفاضل

 ه:  کم ینکن ییتع يرا طور B,Aاعداد  د:یه بایط اولیبا توجه به شرا
y0= A(2)0 + B(2)0= 5  ==> A+B=5 
y1= A(2)1 + B(2)1= 6 ==> A+B=3 

باشـد و هـم    5 يتوانـد هـم مسـاو    ینم ـ A+Bه در دستگاه معـادلات فـوق   کواضح است 
ن راه حـل را انتخـاب   ی ـم و اگر اینکدا یم پیتوان یرا نم  B,Aر یب مقادین ترتیبد باشد. 3 يمساو

بـالاتر   يهـا  مرتبه یتفاضلماند. در مورد معادلات  ینظر بدون جواب م مورد یتفاضلم معادله ینک
ام nمرتبـۀ   یکسـت یترکرکمعادله  یکشه یر Mد ینکفرض  .افتد یاتفاق م ین موضوع براحتیز این

 یـک ) 66ب دسـتگاه معـادلات (  ی ـن ترتیو بـد  x1=x2=…=xmن  یبنـابرا  ،گر باشندیهمد يمساو
 ه جواب مشخص نخواهد  داشت.  کمجهول خواهد بود  n-m+1معادله با  nدستگاه 

   5 هیقض
، باشـد ) "x'= x(شـه مضـاعف   یر يمرتبه دوم دارا یتفاضلمعادله  یک یکستیترکرکاگر معادله 

yt= (x')t  جه یدر نتو ند ک یدر آن صدق مyt= t(x')t  معادله صادق خواهد بودآن ز در ین.  
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 شه مضاعف باشد:یدو ر يدارا x2 + bx+c=0اگر : اثبات

x"= x'= 
2

42 cbb −±−
 ==>    b2= 4c    ==>   x'= x"= -

2
b

 

هک یاز آنجائ
4

2bc 0لکد به شیاست معادله مرتبه دوم فوق با =
4

2

=
b

x2 +bx+  :باشد  

 يآن معادلـه درجـه دوم فـوق باشـد دارا     یکسـت یترکرکه معادلـه  ک یتفاضلب معادله ین ترتیبد

2                                                                      ر است:یز یلکل کش

2

1 4 −− −−= ttt ybbyy 

م چون معادله خلاصه شده را مورد یا نجا عدد ثابت را در نظر نگرفتهیه در اکر است کلازم به تذ

tbtمیه نشان دهکنیا يبرا .میده یقرار م یبررس )2()t(x' t فـوق را برقـرار    یتفاضلمعادله  =−
 yt= t(-b/2)t = -byt-1-(b2/4) yt-2                                                 ه: کم ینکد ثابت یسازد با یم

-b(-
2
b

)t-1(t-1)-
4

2b
(-

2
b

)t-2(t-2)=t(-
2
b

)t           ن معادله برابر است با:یم سمت راست ایدان یم  

tبین ترتیو بد
t

bty )
2

 ما را برقرار خواهد ساخت.   یتفاضلمعادله  =−)

درجـه   یکسـت یترکرکشه معادله یر nشه از یر mتوان نشان داد اگر  یهمانند روش فوق م
n مرتبه  یتفاضلمعادله  یکامn و برابر ام مضاعفa تفاضـل ر در آن معادلـه  ی ـجمـلات ز  ،باشند 

 at , tat , t2at , … , tm-1at:                                                                                دینما یصدق م

  6 هیقض 
  x'=x"=aشـه مضـاعف   یدو ر يدارامرتبـه دوم   یتفاضـل معادلـه   یـک  یکستیترکرکاگر معادله 

 yt= Aat + Btat                :                                 ردکز در آن صدق خواهد یر نیباشد جواب ز

ه ین قض ـیچون ا .دیتوان فهم ین موضوع را میا یبراحت 1ۀ یو قض 5 هیتعمق در قض یمکاثبات: با 
 باشد.  یم 1ه ی) از قض5هیحالت خاص (قض یک

ل کباشـد بـه ش ـ  شه مضاعف یر m يه داراکام nمرتبه  یتفاضلجواب معادله  یکمتشابهاً 
 yt= b1at + b2tat + b3t2at +…+ bmtm-1at + bm+1(xm+1)t + …+ bn(xn)t                 ر است: یز

ه ک ـ یجـه فـوق بـه حـالت    ینت .دنباش یماعداد ثابت دلخواه  bn,...,b2,b1و  x1= x2 =…=xm=a: هک
 م است: یقابل تعم یز به راحتیم نیشه مضاعف داشته باشین دسته ریچند
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 3جه ینت
شـه  یدسـته ر  p يم دارااnمرتبـه   یتفاضـل معادلـه   یـک  یکسـت یترکرکال ی ـنوم یاگر معادلـه پـول  

   :ر خواهد بودیل زکمضاعف باشد جواب آن به ش
yt= [b1a1

t+b2tat
1+…+bm1

t
 
m

1
-1at

1]+[b(m1+1)a2
t+b(m1+2)ta2

t+…+b(m1+m2)t m2-1a2
t] +…+ 

[b(m1+…+mp-1 +1)atp +b(m1+…+mp-1 +2)tap
t +…+ b(m1+…+ mp)tp-1at

p] 
+ b(m1+…+ mp + 1)(x(m1+…+mp+1)

t +…+ bn(x(n))t + yp  
x(1)= ... = x(m1) 
x(m1+1) = … = x(m1+m2)  
……………………… 
x(m1+ … + mp-1 +1)= … = x(m1 + … + mp)  
x(m1+…+mp +1) ¹  … ¹  xn  

 د.  نباش یرهمگن میجواب خاص معادله غ ypاعداد ثابت دلخواه و  bnتا  b1ه ک
  2-6مثال 

 م:  یداشت 1-6در مثال  .مینک یرا حل م 1-6) مثال 67با استفاده از (
yt = 4 yt-1 

– 4y
t-2          y0 = 5     y1= 6 

  .x'=x"=2معادلـه فـوق برابرنـد بـا      یکسـت یترکرکمعادلـه   يهـا  شـه یه رکم یردکدا ین پیو همچن
 yt = A(2)t + Bt(2)t                                          م:یده یل مکین مثال تشیا ي) را برا67معادله (

 د: یه را برقرار سازند بایط اولیه شراک B , Aر یردن مقادکدا یپ يبرا
y0 = A(2)0 +B(0)(2)5 = 5  
y1 = A(2)1 + B(1)(2)1= 6         ==> A=2,  B=-2 

 yt = 5(2)t – 2t(2)t                                                                 با:  استرابر ن بیتاً جواب معینها

  3-6مثال 
اول تـابع   .مینک یحل م y1 = 9 , y0 = 5ه یط اولیرا با شرا  yt = 2yt-1 – yt-2 + 12 یتفاضلمعادله 

را بـه دسـت    آن یکسـت یترکرکال ی ـمون یپـول   yt = xt  م و با قـرار دادن یده یل مکیمل را تشکم
 yt = 2yt-1 – yt-2                                                       :مینک یرا حساب م آن يها شهیآورده و ر

x2 – 2x + 1= 0       ==>      x' = x"=1  
   :میسینو یمل را مک) تابع م67م با استفاده از (یشه مضاعف داریردو چون 

yc = A(1)t + Bt(1)t = a+bt 
را  yt =Mجـواب   .می ـاج به جواب خاص هـم دار یباشد احت یرهمگن میما غ یتفاضلچون معادله 

   :مینک یش میآزما
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M= 2M –M+12     ==>  12=0         تواند باشد ینم  

             م.ینک یمش یرا آزما  yt = Mtپس جواب 
Mt = 2m(t-1)- m(t-2)+12     ==>   12=0           ستیقبول نقابل  

   :مینک یش میرا آزما yt = Mt2جواب .تواند قابل قبول باشد ینم yt = Mt یشیجواب آزما پس
Mt2 = 2M(t-1)2 – M(t-2)2+12      ==>  M=6  

 yp = Mt2 = 6t2:                                                         ن جواب خاص برابر خواهد بود بایبنابرا

   :شود یر میل زکمل به شکخاص و تابع مجواب ه برابر است با مجموع ک یجواب عموم
yt = A+Bt+6t2 

  :دیم باینکه را وارد یط اولیه شراکنیا يبرا
y0 = A+B(0)+6(0)2 = 5  
y1 = A+B(1)+6(1)2 = 9           ==>A=5,  B=-2 

  yt= 5-2t+6t2                                                               :برابر است با یائنه ب جوابین ترتیبد

  و مختلط یموهوم يها شهیر -6-2
ا مختلط باشند، ی ی) موهوم61( یکستیترکرک الینوم یمعادله پول يها شهیه رک یزمان

موضوع مثال ن یروشن شدن ا يبرا .دا خواهد شدیمربوطه پ یتفاضلدر حل معادله  یالاتکاش
 د. یریر را در نظر بگیز

  4-6مثال 
را  yt=xtن معادلـه جـواب   ی ـحـل ا  يبـرا  .دی ـریرا در نظـر بگ  tt = 2yt-1 – 5yt-2 یتفاضـل معادلـه  

 xt=2xt-1–5xt-2        ==>   x2–2x+5=0      ==>   x',x"=1+2 −1 :         مینک یش میآزما
   :م داشتیخواه  yt=A(x')t+B(x")tدر   "x',x ینیگزیبا جا

yt=A(1+2 1− )t+B(1-2 1− )t 
خودش ضـرب   یه وقتکاست  يعدد −1فیر نمود؟ طبق تعریتوان تفس یرا چگونه م −1

ه ک ـاضح است . وشود یم i2 = -1 ،باشد  i=−1گر اگریا به عبارت دی .شود یم -1شد برابر با 
خواهد شد و اگر صفر باشد مثبت ا مثبت ی یبه توان دو برسد اگر منف یقیاز اعداد حق يهر عدد

 م؟ینکر یرا تعب iد یپس چگونه با .ودبدن دوباره برابر با صفر خواهد یباشد باز بعد از به توان رسان
  و مختلط یاهداف موهوم -6-2-1

−1 ,−1ل یاز قب ياعداد را  −1م اگر ینک یم ينامگذار یرا اعداد موهوم 3
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و iاعداد  i≡−1مینکف یتعر i يمساو
2
3i  4وi خواهند بود. اگر  یز همه اعداد موهومین

مثال  يل اعداد مختلط را خواهند داد. براکیتشباشند  یقیعدد حق یکهمراه با  یاعداد موهوم

2i+3  132و ر یم تصویر اعداد مختلط را بدانیه تعبکنیا يبرا. هستنداز اعداد مختلط  −+−
 .دیریرا در نظر بگ 6-1
اعداد  يدهد و محور عمود یرا نشان م یقیاعداد حق یمحور افق 1-6ر یدر تصو 

انگر یب Aنقطه  .میده یور نشان مکر مذیتصو در 2i و عرض یکرا با طول  Aنقطه  .را یموهوم
و   Bب توسط نقاطیبه ترت 3i-6-و  6i+5-و  2i-5نطور اعداد یخواهد بود. هم 2i+1عدد مختلط 

C  وD  6-0نشان داده شده است. اعدادi  0-7وi  0+8-وi  7+0وi ه از حالات خاص کز ین
ر ین تفسیم ایه بتوانکنیاند. قبل از ا دهیان گردیب H , G , F , Eب توسط نقاط یباشند به ترت یم

 م.ینک يادآوریرا  یته مثلثاتکد چند نیم بایرا مورد استفاده قرار ده یهندس

 اعداد
حقیقي

 اعداد
موھومي

H

1i

3i

5i

7i

9i

1 53 7 9-3-7 -5-9

-3i

-5i

-9i

-7i

C

A
F

E

D

G
X

O

 
 1-6ر یتصو
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 ه دوموآور)ی(قض 7ه یقض

  :جهیدر نت y = a(Cos Q + i Sin Qباشد و (i=−1اگر 
yn = an[ Sin(nQ) + i Sin(nQ)]                                                                            )68(  

جه یصادق باشد، نت ym-1آن فرمول  يه براکوجود داشته باشد  m-1 مانند ياگر عدداثبات: 
 ز صادق خواهد بود: ی) نmبزرگتر باشد ( m-1واحد از  یکه ک يعدد يه فرمول براکم یریگ یم

ym = ym-1 y = {am-1 Cos[(m-1)Q] +am-1 i Sin [(m-1)Q]}(a Cos Q+a Sin Q) 
= am Cos[(m-1)Q]CosQ + am i Cos[(m-1)Q]SinQ+am i Sin[(m-1)Q]Cos Q 
+ am i2 Sin[(m-1)Q]SinQ 

)1(1ه: کم یدان یم 22 −=−=i . ازam , ami م: یریگ یتور مکفا 
ym = am {Cos [(m-1)Q] Cos Q- Sin [(m-1)Q] Sin Q} + 
        am i {Cos[(m-1)Q] SinQ + Sin[(m-1)Q]Cos Q} 

 ر: یز یمثلثات يها با استفاده از فرمول

βαβαβα
βαβαβα

Cos Sin Sin Cos  ) (Sin 
Sin Sin - Cos Cos  ) ( Cos

+=+
=+

 

 ym = am Cos (mQ) + am i Sin (mQ)                                                      :میسیم بنویتوان یم 
ز ی) نmآن ( يح بزرگتر بعدیعدد صح يبرقرار باشد، برا m-1عدد  ين اگر فرمول ما برایبنابرا

 ز صادق است: ین n=1 ينظر برا ه فرمول موردکتوان نشان داد  یم یصادق خواهد بود. ول
An Cos (nQ) + an i Sin (nQ)= a Cos Q + a i Sin Q = y 

 دیصادق باشد با n=1يه اگر فرمول فوق براکم یریجه بگیم نتیتوان یه ثابت شده مک يزیاز چ
 باشد یز صادق مین n=3يعدد بعد يصادق است برا n=2 يصادق باشد و اگر براهم  n=2 يابر
 صادق خواهد بود. یکح بزرگتر از یهر عدد صح يب براین ترتیبد .آخر یلا و
 اعداد مختلط یان مثلثاتیب -6-2-2

باشد وصل  یم 2i+1انگر عدد یه بک Aبه نقطه  یاز مبدأ خط 1-6ر یبا توجه به تصو
و  Qرا  دنک یجاد میدر جهت مثبت محور مزبور ا یبا محور افق OAه ک يا هیم زاوینک یم

 ب: ین ترتیم. بدینام یم X یمحور افق يرا رو Aر نقطه یتصو

Cos Q= 
OA
OX

= 
OA
1

       ==>    OA Cos Q = OX=1 

Sin Q= 
OA
XA

= 
OA
2

         ==>    OA Sin Q = XA =2                                نطوریو هم:  
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 2i = OA Cos Q + OA i SinQ+1    پس:                                                                           
 م: یدار OXAثاغورث در مثلث یه فیطبق قض یاز طرف

OA= 22 )()( AXOX + = 22 21 + = 5  

1+2i= 5 ( Cos Q + i sin Q)                                                                             پس:  
 م: یر نشان دهیل زکم به شیتوان یرا م c+diهر عدد مختلط  یلکبطور 

c+di = 22 dc + (Cos R + i Sin R) 

                                        ه:کاست  يا هیزاو Rه ک
22 dc

cCosR
+

 , 
22 dc

dSinR
+

 

22 dc  c+diعدد را مزدوج مختلط  c-diو عدد مختلط  c+di را مودول عدد مختلط +
توان به  یرا با روش مشابه قبل م c-diباشد. عدد  یم 2i+1مزدوج مختلط  2i-1ن ینامند. بنابرا یم
 ان نمود: یر بیل زکش

c-di= 22 )( dc −+ (Cos S+ i Sin S)= 22 dc +  (Cos S + i Sin S)  

 CosR
dc

cCosS =
+ 22

               SinR
dc

dSinS =
+ 22

:هک                         

 ان نمود: یر بیل زکتوان به ش یرا م عدد مختلط و مزدوج مختلط آن یکتاً ینها

c+di = 22 dc + (Cos R+ i Sin R)                                                                   )69(  

c-di = 22 dc +  (Cos R- i Sin R)                                                                    )70(  

22 dc
cCosR
+

                                                                                              )71(  

22 dc
dSinR
+

                                                                                               )72(  

  مختلط يها شهیبا ر یتفاضللات حل معاد -6-2-3

22آن را با دولمو  c-di را با c+diعدد مختلط مزدوج  dcD م. ینک یشخص مم≡+
 :میدیرسر یز نشان داده شد در حل معادله مثال مزبور به جواب 4-6ه در مثال کهمانطور 

yt = A(1+2 1− )t + B(1-2 1− )t 
 yt = A(c+di)t + B(c-di)t                        ل باشد: کشن یاتواند به  یتر جواب م یلکبه عبارت 
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  :) در معادله فوق70) و (69( ینیگزیبا جا
yt = A[D(Cos R + i Sin R)]t + B[D (Cos R- i Sin R)]t 

ر بسط یل زکم به شیتوان یم ها را وشهرکدام از ک) داخل هر7ه یه دوموآور (قضیبا استفاده از قض
 yt= ADt [Cos (tR)+ i Sin (tR)] +  BDt [Cos (tR)- i Sin (tR)]                             م: یده

 :Dtاز  يریتورگکها و فا روشهکدرون  B , Aردن کب یا ضرب
yt = Dt [(A+B) Cos (tR) + i (A-B) Sin (tR)] 

  i(A-B) = F ,   A+B= E          :مینکف یم تعریتوان یعدد دلخواه هستند ماهر دو  B , Aچون 
 ا مختلط باشند. پس: ی یقیتوانند حق یم F , Eه ک

yt= Dt[E Cos (tR)+ F Sin (tR)]                                                                          )73(  
 تر:  یلکبه عبارت 

 4جه ینت
 ر است:  یل زکبه ش c-diو c+diمختلط  يها شهیر بامرتبه دوم  یتفاضلجواب معادله 

yt = ( 22 dc + )t [E Cos (tR)+F Sin (tR)] + yp 
ه یط اولید با توجه به شرایبا F , Eر یباشد. مقاد یرهمگن میغ یتفاضلجواب خاص معادله  ypه ک
گر مزدوج مخـتلط آن خواهـد بـود.    یشه دیا مختلط باشد ری یشه موهومیر یک یدا شوند. وقتیپ

 :باشد یر میز يها شهیر يدارا x2+ax+b= 0درجه دوم  یکستیترکرکال ینوم یلچون پو

 
2

4
2

",'
2 baaxx −

±
−

=   

i                                                   :میباشد دار g = a2 – 4b<0-اگر 
gaxx

22
",' ±

−
= 

 يهـا  شـه یرز یبالاتر ن يها مرتبهت لاعادمن در یهمچن باشند. یگر میدیکهر دو مزدوج مختلط  هک
 مزدوج ظاهر خواهند شد.  يها مختلط به صورت جفت

 5جه ینت
 ر است: یل زکبه ش x2=c-di , x1=c+diشه مختلط یدو ر با nمرتبه  یتفاضلجواب معادله 

yt= ( 22 dc + )t [b1 Cos (tR)+ b2 Sin (tR)] + b3 xt
4 + … + bn xt

n + yp 
ه محاسبه خواهنـد شـد.   یط اولیه با توجه به شراکاعداد ثابت دلخواه هستند  bn , … , b2 , b1ه ک

 باشد.  یرهمگن میغ یتفاضل معادلهجواب خاص   ypمقدار 
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 6جه ینت
 شه مختلط  یجفت ر mه شامل کام nمرتبه  یتفاضلجواب معادل 

x1 = c1+d1i   , ........ , x2m-1 = cm-dmi 
x2 = c1- d1i   , ........ , x2m    = cm-dmi 

 ر خواهد بود: یل زکباشد به ش

yt= ( 2
1

2
1 dc + )t [b1 Cos (tR1) +b2 Sin (tR1)] + … + 

( 22
mm dc + )t [b2m-1 Cos (tRm)+ b2m Sin (tRm)] + b2m+1 xt

2m+1 + … + bn xn
t + yp 

  7 جهینت
شـه مخـتلط آن   یجفـت ر  lه ک ـشـه  یجفـت ر  m+lه شـامل  ک ـام nمرتبـه   یتفاضـل جواب معادلـه  

 ر خواهد بود: یل زکباشند به ش یمضاعف م

yt = ( 2
1

2
1 dc + )t [ b1 Cos (tR1)+ b2 Sin (tR1)]+ …+ 

( mdmc 22 + )t [b2m-1 Cos (tRm) + b2m Sin (tRm)]+ 

t0(
22

1 lmm dc ++ + )[b2m+l Cos (tRm+l) +b2m+2 Sin (tRm+1)] + …+ 

tl-1( 22
lmlm dc ++ + )[b2m+2l-1Cos (tRm+l) + b(2m+2l) Sin (tRm+1)]+ 

 b2m+2l+1 xt
2m+2l+1 + …+ xn

t + yp 
 ه:  ک

x1 = c1+d1i   , ........ , x2m-1 = cm-dmi 
x2 = c1- d1i   , ........ , x2m    = cm-dmi 
x2m+1 = x2m+3 = x2m+5 = … = x2m+2l-1= cmt1+ dm+1i 
x2m+2 = x2m+4 = x2m+6 = … = x2m+2l  = cm+1-dm+1i 

  5-6مثال 
   .دینکحل   y0= 11 , y1= 5 هیولاط یرا با شرا  yt = -yt-2+12 یتفاضلمعادله 

 م:  ینک یش میرا آزما yt=Mم ینک  یدا میاول جواب خاص را پ
M= -M+12    ==>    M=6    ==>   yp= 6 

 yt = -yt-2                                             م: یآور یمل را از معادله همگن به دست مکتابع م حالا
yt= xt   م: ینک ین میگزیجارا                               xt = -xt-2  ==>  x2= -1    x' =+ti , x"=-ti 

 yc = Dt[E Cos (tR) + F Sin (tR)]:                                                                          میداشت

110                                                                                         :هک 22 =+=D                                                                                                        
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Sin R = 
D
1

= 1 , Cos R= 
D
0

):72) و (71با استفاده از (                                            0 =      

 90 ينوس آن برابر با صـفر اسـت مسـاو   یسکا یاست و  یکنوس آن یه سک يا هیه زاوکم یدان یم
 Arc Sin (1) = π/2 = Arc Cos (0)                                  باشد پس:  یان میراد π /2ا یدرجه 

 [yc= (E Cos (t π/2) + F Sin (t π/2)                                                ): 73پس با استفاده از (
 yt= E Cos (tπ/2) + F Sin (tπ/2)+ 6                       ر خواهد بود: یل زکبه ش یجواب عموم

 م:  یآور یه بدست میط اولیرا با استفاده از شرا یجواب نهائ
y0= E Cos (0) + F Sin (0)+ 6 = 11  
y1= E Cos (π/2) + F Sin (π/2)+ 6 = 5                   ==> E = 5 , F= -1 

 yt = 5 Cos (tπ/2)- Sin (tπ/2)+ 6                         :ل خواهد بودکشن یابه  یپس جواب نهائ
 6-6مثال 

 د.ینکحل  y1 = -21 , y0= 7ه یط اولیبا شرارا  yt = - 6yt-1 – 25yt-2+ 64  یتفاضلمعادله 
 M= -6m – 25m + 64       ==> m=2                (yt= m)م: ینک یدا میحل: جواب خاص را پ

 ) yt = xtم: (ینک یدا میمل را پکتابع م
xt = -6xt-1 –25xt-2      ==>   x2+6x+25= 0         ==>   x', x"= -3±4i 

yc = ( 22 43 + )t [E Cos (tR)+ F Sin (tR)] 

6.0
43

3
2222 −=

+
−

=
+

=
dc

cCosR , 8.0
43

4
2222 =

+
=

+
=

dc
dSinR  

د در ی ـباشـد با  یم ـ ینوس منف ـیسکس مثبت و ونیس يدارا Rه یچون زاو .مینک یدا میرا پ Rه یزاو
  :باشد پس 90º < R < 180ºا یان یراد π/2 < R < π ینعیباشد  یره مثلثاتیربع دوم دا

Cos R= -0.6      -Cos R= 0.6        
Cos (180º- R)= -Cos R= 0.6   Arc Cos (0.6) = (180º- R) 
53.1301 º = 180º- R    ==>   R= 126.8699 º 

ره ی ـا ربـع دوم دا ی ـا در ربـع اول  ی ـه ک ـمقدار مثبت اسـت   یکبرابر  یانمکنوس یم سیدان یم یول
 :  یعنی .مینک یاست ربع دوم را انتخاب م یه منفینوس آن زاویسکون چان ین میباشد. از ا یمثلثات

ArcSin(0.8)= 53.1301º ==> Sin(52.1301º)=Sin(180º- 53.1301º)= Sin(126.8699º) 
 ر خواهد بود: یل زکمسئله ما به ش یپس جواب عموم

yt= 5t [ECos (126.8699t)+ F Sin (126.8699t)]+2 
 م.  یورآ یرا بدست م F , E ،یائهردن جواب نکدا یپ يبرا

y0=50[ECos(0)+FSin(0)]+2=7,   y1=51[ECos(126.8699)+FSin(126.8699)]+2=-21 



 نظریۀ معادلات تفاضلی 44

  yt = 5t [5 Cos (126.8699t) –2 Sin (126.8699t)+2                                              بالاخره:
 8جه ینت

شه مضاعف یر هدست p يام داراnمرتبه  یتفاضلمعادله  یک یکترستکرکال ینوم یاگر معادله پول
 ر خواهد بود: یل زکبه ش یجواب يباشد دارا یقیشه حقیر يتعدادشه مختلط و یجفت ر qو 

yt= [ b1a1
t + …. + bm1tm1-1a1

t] + [b(m1+1)a2
t + …+ b(m1+m2)tm2-1 a2

t] +…+ 
[b(m1+ …+mp-1+1) ap

t+…+ b(m1+ …+ mp)tp-1 ap
t]+ 

( 2
1

2
1 dc + )t [b(m1+…+ mp+1)Cos (tR1)+ b(m1+ …+ mp+2) Sin (tR1)]+...+ 

( qq dc 22 + )t [b(m1+…+ mp+2q-1) Cos (tRq)+ b(m1+…+ mp+2q) Sin (tRq)]+ 
b(m1+…+mp+2q+1) xt

(m1+…+mp+2q+1) +…+ xn
t + yp 

 ه در آن: کبدست آمده است  6و  3جه یب نتکیجه از ترین نتیا
x(1)= … = x(m1) 
x(m1+1) =… = x(m1+ m2)  
::::::::::::::::::::::::......... 
x(m1+ …+ mp-1+1) = … = x(m1+….+ mp) 
x(m1+ …+ mp+1) = c1+d1i 
x(m1+ …+ mp+1) = c1-d1i 
::::::::::::::::::::::::........ 
x(m1+ …+ mp+2q-1) = cq + dqi 
x(m1+ …+ mp+2q)   = cq - dqi 

 9جه ینت
 م:  یباش شه مختلط مضاعف داشتهیجفت ر lه کم یده یمبسط  یحالترا به  7جه ینت

yt= [ b1a1
t + …. + bm1tm1-1a1

t] + [b(m1+1)a2
t + …+ b(m1+m2)tm2-1 a2

t] +…+ 
[b(m1+ …+mp-1+1) ap

t+…+ b(m1+ …+ mp)tp-1 ap
t]+ 

( 2
1

2
1 dc + )t [b(m1+…+ mp+1)Cos (tR1)+ b(m1+ …+ mp+2) Sin (tR1)]+...+ 

( qq dc 22 + )t [b(m1+…+ mp+2q-1) Cos (tRq)+ b(m1+…+ mp+2q) Sin (tRq)]+ 

t0( 2
1

2
1 ++ + qq dc )[b(m1+ …+mp+2q +1) Cos (tRq+1) +b(m1+ …+mp+2q) Sin (tRq+1)]+…+ 

tl-1( 2
1

2
1 ++ + qq dc )[b(m1+ …+mp+2q+2l-1) Cos (tRq+1) + b(m1+ …+mp+2q+2l)Sin(tRq+1)]+ 

b(m1+…+mp+2q+1) xt
(m1+…+mp+2q+1) +…+ xn

t + yp 
 د)(روش توابع مولّ یخط تفاضلمعادلات  -6-3

 شود.  یف میر تعریل زکبه ش  yt يتابع مولد برا
 )74(                                                                                              ∑

∞

=

=
0

)(
t

tt pypG   
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 دهد. یر روش را نشان میمثال ز .درکتوان حل  یرا م یخط یتفاضلمعادله تابع مولد با 
 7-6مثال 

 د.  ینکحل  y1= 3 , y0= 2ه یط اولیرا با شرا yt+2 – 3yt+1 +2yt= 0 یتفاضلمعادله 

∞∑م و از سـمت چـپ آن  ین ـک یضـرب م ـ  ptرا در  ل معادلـه فـوق آن  ح ـ يبرا

=0t
 .میری ـگ یم ـ 

023                                               :م داشتیخواه
00

1
0

2 =+− ∑∑∑
∞

=

∞

=
+

∞

=
+

t

t
t

t

t
t

t

t
t pypypy 

(y2+y3p+y4p2+…)-3(y1+y2p+y3p2+…)+2(y0+y1p+y2p2+…)=0     گریا به عبارت دی:   

  :میسینو یم )74(عبارت فوق را بر حسب تابع مولد 

p
pyypG 10)( −−

-3 (
P

ypG 0)( −
+ 2 G(P)= 0 

 م. یآور یرا بدست م G(p)را در معادله فوق گذاشته و  y1= 1 , y0= 2ه یر اولیمقاد

G(p)= 2231
32

pp
p

+−
−

= 
)21)(1(

32
pp

p
−−

−
 

 :مینک یه میر تجزیل زکرابطه فوق را به ش

G(p)=
p−1

1
+

p21
1
−

=(1+p+p2+…)+(1+2p+(4p)2+…) 

=∑
∞

=0t

tp +∑
∞

=0
)2(

t

tp =∑
∞

=

+
0

)21(
t

tt p  

      yt = 1+2t                                        :ر خواهد بودیمربوطه از قرار ز یتفاضلپس جواب معادله 
  7ن یتمر

 د. ینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -1
1-   yt = -6yt-1 – 9yt-2 
2-   yt= 10yt-1 -25 yt-2 
3-   yt= -12yt-1 – 100yt-2 + 226            y0= 4 , y1= 14 
4-   yt= 24yt-1 –225 yt-2   y0= 5 , y1= 69    
5-   yt= 12yt-1 – 100yt-2 +89  y0= 3 , y1= 37 
6-   yt= -24yt-1 – 225yt-2   y0= 5 , y1= -69 
7-   yt= -yt-2                    y0= 16 , y1= -7 

 د. ینکدا یپ 7و  5و  3 يها را در معادلات فوق شماره y10 مقدار -2
 د. ینکر را حل یهمگن ز یتفاضلمعادلات  -3
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1-   yt+2 – 5yt+1 + 6yt = 0 
2-   yt+2 –3yt+1 + 2yt = 0    y0= 1 , y1= 2 
3-   yt+2+ 8yt+1 + 4yt = 0 
4-   yt+2-9yt = 0     y0=2 , y1=-1 
5-   2yt+1 –3yt = 0     y0= 4 
6-   yt+2+ 2yt+1 + 2yt = 0    y0= 1 , y1= -1 
7-   yt+2+ 16yt = 0     y0= 0 , y1=1  
8-   4yt+2 + 25yt= 0  
9-   yt+2- 6yt+1+9yt= 0  
10-  yt+2 + 4yt+1 + yt = 0 
11-  yt+3 –6yt+2 + 11yt+1 – 6yt = 0  y0= 0 , y1=1 , y2=1 
12-  yt+4 + yt = 0 
13-  4yt+4 –25yt = 0 
14-  yt+3 – 8yt= 0 
15-  yt+4 + 12 yt+2 - 64yt = 0 
16-  yt+3 – 3yt+2 + 4yt+1 – 2yt = 0 

 کتیسیترکرکال ینوم یپول يها شهیه رکد یسیرا بنو ینهمگ یتفاضلمعادله  یجواب عموم -4
  .2و  -2و  -i4 ± 3و -2و  4و  -2و  2 برابر است با: آن با

  .دیسیرا بنو 4مسئله  یتفاضلمعادله  -5
 باشند.  یح میر صحیه توابع مولد زکد ینشان ده -6

1-    
p−1

1
= ∑

∞

=0t

tp    2-    (1+p)n = ∑
∞

=









0t

tp
t
n

 

3-    ep = 
!0 t

pp
t

t

t∑
∞

=

   4-    - ln (1-p) = ∑
∞

=0t 1

1

+

+

t
p t

 

5-    Sin P= ∑
∞

=

+

+
−

0

124

)!12(
)1(

t

t

t
p

  6-    Cos P= ∑
∞

=

−

0
4

2

)!2(
)1(

t

tt p
 

7-    2)1(
1
p−

= ∑
∞

=0t

pt-1   8-    Arc tan P= ∑
∞

=

+

+
−

0

12

12
)1(

t

tt

t
p

 

 د. ینکر را با استفاده از تابع مولد حل یمعادلات ز -7
1-    yt+2 – 6yt+1 + 8yt = 0  y0 = 0 , y1 = 2 
2-    2yt+1 – yt = 1   y0= 0 
3-    yt+2 + 4yt+1 + 4yt = 0  y0= 1 , y1= 0   
4-    6yt+2 – 5yt+1 + yt = 0 
5-    yt+2 + 2yt+1 + yt = 0  y0= 2 , y1= -1 
6-    yt+3 – 3yt+2 + 3yt+1 – yt = 0 



 47  ثبات پویاي تعادل

 

 یخط یتفاضل معادلات در یروند زمان -7
  

 ین فصل سعیدر ا .رائه شدا یخط یتفاضلروش حل معادلات   شیپ يها در قسمت
 م. ینمائ یرا بررس )مخصوصاً مرتبه دوم( یخط یتفاضلمعادلات  یزمان روند یچگونگ تا میدار

  ا صفریو مثبت  یقیشه حقیدو ر -7-1
ر خواهد یل زکدوم به شمرتبۀ  یتفاضلباشند جواب معادله  یقیشه حقیه دو رک یزمان

 yt = A(x')t + B(x")t + M                                                 : ثابت فرض شده است Mه ک بود
جاً به سمت یتدرB(x")t و   t، A(x')t شیباشند با افزا یکتر از کوچکهر دو  "xو   'xالف: اگر 

 )1-7ر یرد. (تصوکل خواهد یم Mبه سمت  ytجتاً یند و نتینما یل میم صفر

t

yt

M

 
 1-7ر یتصو

 tش ی) باشد. با افزاx"<1(تر کوچک یکگر از یشه دی) و ر'x( یک يشه مساویر یکب: اگر 
 چون:  .ردکل خواهد یم A+Mبه سمت  ytمقدار 

yt = A(1)t + B (x")t +M    ==>   yt = B(x")t + A+M    ==>   Lim yt = A+M 
                                                                                                  ∞→t    

 آمده است.  2-7ر ین حالت در تصوینمودار ا
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t

yt

A+M

 
 2-7ر یتصو

 رد. کل خواهد یم B+Mتاً به سمت ینها ytباشد  x'<1و   x"=1اگر 
با  ytمقدار  ،هر دو مثبت باشند B , A) و X' >1باشد ( یکشه بزرگتر از یاز دو ر یکیج: اگر 

 ).3-7ر یبزرگتر و بزرگتر خواهد شد (تصو tش یافزا

t

yt

 
 3-7ر یتصو

دام بزرگتر خواهند بود. در ک "xو  'xه کن خواهد داشت یبه ا یجه بستگینت B>0و  A<0اگر 
ا ی Aب آن (یه ضرکخواهد بود  يا شتر متأثر از جملهیب یلیخ ytمقدار  tش یه با افزایمراحل اول

B شتریش بیبا افزا ی. ولاست) بزرگتر t، yt ه کخواهد بود  يا متأثر از جملهx' ای x"  آن بزرگتر
ه کم شده است یر چهار معادله نمونه ترسین تصوید. در اینکرا نگاه  4-7ر یمثال تصو يباشد. برا

 باشند.  یات فوق میخصوص يدارا
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 A| < B        x' > x"         yt = -(3)t + 2 (2)t|        ل الفکش

 A| < B         x' <x"          yt = -1(2)t + 2 (3)t|         ل بکش

 A| > B        x' > x"         yt = -2(3)t + 1 (2)t|           ل جکش

 A| > B        x' < x"         yt = -2(2)t + 1 (3)t|           ل دکش

yt

t
الف

yt

t

ب

 
yt tجyt

t

د

 
 4-7ر یتصو

م به حالات یتعم A,B, x', x">0د ینکتوان اثبات نمود فرض  یر میل زکش ز بهین موضوع را نیا
 pه ک "x' = pxم: یسیم بنویتوان یم 'x'>xه ک یباشد. از آنجائ ین حالت میه ایاملاً شبکز یتر ن یلک

  برابر است با:  ytبه  B(x")tحاصل از  Pت بباشد. نس یم یکبزرگتر از  يعدد

P= tt

t

xBxA
XB

)()(
)(

′′+′
′′

 

P= tt

t

xBxpA
xB

)()(
)(

′′+′′
′′

= ttt

t

xBxAp
xB

)()(
)(

′′+′′
′′

 

P= 
BAp

B
t +

 

ت یشود و در نها یتر مکوچکتر و کوچک Pمقدار  tش یدارد و با افزا tبه  یبستگ Aptتنها جمله 
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 شود.  یاغماض م لقاب ytبه  B(x")tب نسبت ین ترتیرسد. بد یبه صفر م
  صفر)ا ی( یو منف یقیشه حقیدو ر -7-2

 t یمثبت و وقت t('x)و  t("x)زوج باشد مقدار  tمقدار  یوقت x",x'<0ه کن حالت یدر ا
و  یزمان يها در دوره ytردن کده باعث نوسان ین پدیخواهند بود. ا یر مزبور منفیفرد باشد مقاد

 شود.  یم یاپیپ
 x',x"<0>1- گر:یبه عبارت د ؛x'| , |x"|<1|>0 باشد یکتر از کوچکشه یر والف: قدرمطلق د

جه یتر خواهد شد. در نتکوچکتر و کوچک A(x')t| , |B(x")t||ر یمقاد tش ین حالت با افزایدر ا
 شود.  یمنطبق م yc= Mخط  يت بر روینهایب ود و درنمنوسان خواهد  Mبه سمت  yt  مقدار

Lim yt = Lim {A(x')t + B(x")t + M} = M                     -1<x' , x"<0 
 ∞→t   ∞→t  

 آورده شده است. 5-7ر یدر تصو ytنمونه رفتار 

M

yt

t

 
 5-7ر یتصو

 x"<0>1-و  x'= -1باشد.  یک يمنهاو ن صفر یب يگریو د -1 ياوسها م شهیاز ر یکیب: اگر 
دارد.  یا فرد بودن آن بستگیندارد فقط به زوج  یبستگ tش یافزا A(X')tن حالت مقدار یدر او 

 یخواهد بود. از طرف A(x')t=-Aفرد است  tه ک یو زمان  A(x')t = Aزوج است  tه ک یزمان
جتاً یتر خواهد شد. نتکوچکتر و کوچک B(x")tمقدار  tش یباشد با افزا یم x"<0>1-چون مقدار 

yt  به سمت مقدارA(x')t+M  وA(-1)t+M رد. نمونه رفتار کل خواهد یمتناوباً مyt ن حالت یدر ا
 آورده شده است.  6-7ر یدر تصو
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M

yt

t

M+A

M-A

 
 6-7ر یتصو

ه ک يا شهیشتر خواهد شد و ریشتر و بیب tش یبا افزا ytباشند نوسانات  x',x"<-1ه ک یج: در حالت
 )7-7ر یخواهد گذاشت. (تصو ytدر نوسانات  يشتریقدر مطلق آن بزرگتر است اثرات ب

yt

t

 
 7-7ر یتصو

  یمنف يگریشه مثبت و دیر یک -7-3
شه بزرگتر یدام رکه قدرمطلق کد ید دیباشد با یمنف یکیشه مثبت و یر یکه ک یزمان

قدرمطلق  يه داراکخواهد گذاشت  يا شهیرا ر yt يرو رات عمده بریاست و مسلماً تأث
  :افتدیتواند اتفاق ب یم ریزباشد. حالات  یم يبزرگتر

 ).  1-7ری(تصو ردکل خواهد یم Mبه سمت  ytتاً یباشد نها |"x'|>| x|و   x'>0<1 الف: اگر
  .)2-7ر یرد (تصوکل خواهد یم A+Mبه سمت  ytباشد   "x'|>|x||و  x'=1ب: اگر 
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 .)3-7ر یخواهد شد (تصو ytافتن یباعث بسط  tش یباشد افزا |"x'|>|x|و  x'>1ج: اگر 
ل خواهد یم Mتاً به سمت ینوسان نموده و نها  tش یبا افزا ytباشد  |"x'|>|x|و  x'<0>1-د: اگر 

 )5-7ر یرد. (تصوک
نوسان نموده و آخرالامر نوسانات حول و حوش  t, ytش یباشد با افزا |"x'|>|x|و  x'=-1ه: اگر 
A+M  و-A+M 8-7ر یواقع خواهد شد. (تصو.( 

yt

t

M+A

M-A

 
 8-7ر یتصو

دا خواهد یپ Mابنده نسبت به یش ینوسانات افزا t، yt شیباشد با افزا  |"x'|>|x|و   x'<-1و: اگر
 .)7-7ر یرد (تصوک

به مثبت  یبستگ ytرات ییهستند و تغ يبرابر با چه مقدار A , Bه کد ید دیباشد با "x'=-xز: اگر 
 س دارد. کو بالع Bنسبت به   A ن بودن قدرمطلقیو بزرگتر B , Aبودن  یا منفی

گر در نظر گرفت. یرا با همد 'x" , xو  A , Bر ید مقادیبا ytروند  یدر بررس یلکبطور 
 ید ولیشکدرازا خواهد بحث به م ینک یبررس یکی یکیفوق را  يرهایم تمام متغیاگر بخواه

تواند  یخواننده با در نظر گرفتن حالات خاص مم. یدیحالات مختلف د را در یوه بررسیش
 د. یل نمایوه استدلال ارائه شده تحلیبا شرا نظر  مسائل مورد

  یقیمضاعف و حق يها شهیر -7-4
ل کشه مضاعف باشد به شیدو ر يه داراک یتفاضلعادله مه جواب کم یدیدر فصل قبل د

        yt= a1xt + a2txt +M                                                                                             ر است: یز
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 ر خواهد بود: یل زکشتر باشد جواب به شیمضاعف ب يها شهیاگر تعداد ر 
yt= a1(xt)+a2t(xt) +…+ amtm-1(x)t+M 

  r ،عدد ثابت یک aه کخواهد بود  M , atr(x)tمانند  یل از جملاتکمتش ytه در هر حالت ک
 باشد.  یشه مضاعف معادله میر xح و یعدد صح یک

 م. ینک یم یبررس یتفاضلرا در معادلات  atr(x)tحال اثرات جمله 
جتاً روند یش خواهد داشت و نتیافزا tش یبا افزا atr(x)tجتاً یباشد نت یکبزرگتر از  xالف: اگر 

 رد. کدا خواهد یابنده پیبسط 
  .م داشتیه به فوق خواهیشب یو حالت atr(x)t= atrجه یباشد در نت x=1ب: اگر 
ن است به کخواهد شد. مم یکبه مقدار صفر نزد tش یبا افزا a(x)tباشد مقدار  x<1>0ج: اگر 

 یلیخ t (x)مقدار  tش یبا افزا یند ولکبتواند جبران  trابنده ین روند را روند بسط یاه کنظر برسد 
 خواهد بود. را یمبه سمت صفر  atr(x)tباشد جمله  x<1>0جتاً اگر یخواهد بود. نت trشتر از یب

را یمبا نوسانات  atr(x)tه جمله کن تفاوت یبا ا یول .میمانند ج دار يریعبباشد ت x<0>1-د: اگر 
 همراه خواهد شد. 

 با نوسان خواهد بود.   یمانند ب وله atr(x)tباشد روند  x=-1ه: اگر 
 همراه با نوسان خواهد بود.  یولحالت الف  هیشبجه یباشد نت x<-1و: اگر 

ل شده است. اگر جواب کیتش atr(x)tحداقل از چند جمله  یتفاضلمعادله  یکجواب 
 yt= (a1+a2t + …+ amtm-1)xt+M                               م: یسیر بنویرا بصورت ز یتفاضلمعادله 

ا ی یمنف یباشد ول یم xtتر از  فیضع یلیاثر آن خو ب خواهد بود یاثر پرانتز فوق به عنوان ضر
خواهد  یر فراوانیو ادامه آن تأث یشروع روند زمان یمثبت بودن حاصل پرانتز فوق در چگونگ

 داشت. 
  یموهوم ومختلط  يها شهیر -7-5

 ر است: یز لکبه ش یتفاضلن حالت جواب معادله یم در ایدان یم
yt= Dt[E Cos (tR)+F Sin (tR)] + M                                                                   )75(  

22و مدول آن  c±diلط و برابر با تمخ یکستیرتکرکمعادله  يها شهیه رک dc +D= باشد.  یم
 يرارکنوسان ت يدرجه دارا 360در هر روشه قرار دارد که در معادله فوق در ک يا جمله
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θθθθباشد چون:  یم FSinECosFSinECos +=+++ )360()360(  
 روشهکند مقدار داخل ک یدا میش پیافزا tR ،360 ºه که هر موقع کاست  ین معنین مسئله بدیا

ل به طول یکس یک يدارا ytگر یشود. به عبارت د یرار مکت
R

360
t= چون  یباشد. از طرف یم

d/D  =Sin R، ب مقدار ین ترتیبدR اگر  .مینکدا یپ یتام با استفاده از جداول مثلثیتوان یرا م
چون  .برابر با شش دوره خواهد بود یلیکت سکطول حرباشد؛  R=60ºبطور مثال 

6
60

360
==t .صحبت  یزمان يها دوره هچون ما راجع ب ؛د درنظر داشتیز بایرا ن يا تهکن

ح را به خود یصح در اعدایمقاد tرا یم. زیسنج یم یهر دوره زمان يانتها مقدار تابع را درم ینک یم
 رد. یگ یم

Sinθ

1

-1

1

-1

Cosθ

360°

360° 720°

720° θ

θ

 
 9-7ر یتصو

=7.2و   R=50ºه کد ینکحال فرض 
50

ه جمله مزبور کشود  ین حالت فرض میدر ا 360
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بطور  یشود. ول یرار مکبار تیک یباً در هر هفت دوره زمانیدارد تقر ) قرار75روشه (که داخل ک
شوند چون  یرار مکمرتبه ت یکها  لیکه سیلکدوره  36ه در هر کتوان گفت   یتر م قیدق

365/3605 =×. 
ه در کهمانطور  θCosو θSin يها یمنحند به خاطر داشت. یز بایرا ن يگریمسئله د

ار کسرو tر گسسته یو چون ما با مقاد .باشند یه منیرق يها لیکس ياند دارا آمده 9-7ر یتصو
گر یمزبور واقع نشود. به عبارت د يها یدرست در نقاط حساس منحن tن است مقدار کم ممیدار

-7و  10-7ر یتصاو ينمودارهاجتاً یرد نتیمزبور قرار نگ يها لیکا وسط سیر مزبور در اول یمقاد
 بنظر برسند.» نامتعادل« 12-7و  11

باشد و  یم ینواختیکنوسانات  ي) دارا75روشه واقع در فرمول (کم یه دانستک یاز آنجائ
رسد. حالات  یم tه به توان کم یپرداز یم )75(مدول واقع در  یرا به بررسیرمیرا است و نه غینه م

 افتد.ین است اتفاق بکر ممیز
) باعث 75روشه (کش نموده و حاصل ضرب آن در یافزا t ،Dtشیباشد، با افزا D>1الف: اگر  

 .)10-7ر یش نوسانات خواهد شد (تصویافزا

yt

t

M

 
 10-7ر یتصو
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 yt) نخواهد داشت و 75روشه (کدر  يخواهد بود و اثر یکبرابر با  Dtباشد،  D=1ب: اگر 
 .)11-7ر ی(تصونواخت خواهد داشت. یکنوسانات 

yt

t

M

 
 11-7ر یتصو

را یرا م ytتر خواهد شد و نوسانات کوچکتر و کوچک tش یبا افزا Dtن یباشد بنابرا D<1ج: اگر 
 ).12-7ر ی(تصو .خواهد ساخت

yt

t

M

 
 12-7ر یتصو

 متعدد يها شهیر -7-6
 يا شهیر Aاگر  .م دادیز تعمیبه معادلات با مرتبه بالاتر نتوان  یم یر فوق را براحتیتفاس

گر استعمال نمود و ید يتوان بجا ین قدرمطلق (قدرمطلق و مدول را میبزرگتر يه داراکباشد 
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 ام باشد: nدر معادله مرتبه   ytدهند) در جواب  یرا م یمعن یکهر دو 
yt= b1(x1)t +b2 (x2)t + …+ bn(xn)t+M 

br(xr تر باشد اثراتکوچک Aاز  xrمانند  يا شهی(مدول) هر راگر قدرمطلق 
t)  ش یبا افزاt 

ها  شهیب اگر قدر مطلق تمام رین ترتیشود. بد یتر شده و قابل اغماض مکوچکتر و کوچک
ن یبزرگتر يه داراک يا شهیرا خواهد بود. اگر ریم Mبه سمت  ytباشند  یکتر از کوچک

ه یکرا. زمانیرمیرا خواهد بود و نه غینه م ytباشد  یک يباشد مساو یقدرمطلق (مدول) م
 یکر فقط اگابنده خواهد بود. یا بسط یرا و یرمیغ ytباشد،  یکشه بزرگتر از یقدرمطلق هر ر

 يننده (روکن است نوسان کمم ytم، یداشته باش Aشه مختلط با قدرمطلق یجفت ر یکا یشه یر
ه کن دارد یبه ا یه بستگکدام از آنها باشد کچیا هیو  ننده سادهک)، نوسان یتوابع مثلثات يها موج

شتر از یه بک یم. زمانیداشته باش یقیشه مثبت و حقیا ریو  یو منف یقیشه حقیر ،شه مختلطیر
 ينوع نباشند، برا یکها همه از  شهین ریاو باشد،  Aه قدرمطلق آن کم یشه داشته باشیر یک

به  یجه بستگیت نتن حالایدر ا .شود یمل کمش یمکار کد دوباره نو مختلط باش یقیمثال حق
 ه معادله دارند. یط اولیبه شرا یه آنها هم بستگکخواهد داشت  bn , … b2 , b1 یبزرگ

  جواب خاص ثابت (ثبات و تعادل) -7-7
 یکیم یاج به محاسبه دو قسمت داریرهمگن باشد احتیغ یتفاضله معادله ک یوقتم یگفت

 Mن است جواب  خاص به صورت کگفته شد مم نی. همچنجواب خاص يگریمل و دکتابع م
م. ینک یف میتعر ytمقدار  یرا تعادل موقت ypن حالت یو ... ظاهر شود. در ا  Mt2 ای و Mtا یو 

ارج خ يا در نقطه ytه اگر کم ینک یف میرا با ثبات تعر یتفاضلجواب معادله  یکن یهمچن
ر یوبطور مثال تصا .مقدار آن به سمت مقدار تعادل همگرا باشد tش یتعادل شروع شود، با افزا

 دهند.  یباثبات را نشان م يها جواب 2-7و  5-7و  7-12
  )كرثابت (تعادل متحریجواب خاص غ -7-8

ظاهر  yp = btrل کتواند به ش یه در قسمت فوق گفته شد جواب خاص مکهمانطور 
نتواند معادله را برقرار سازد.  Mعدد ثابت مانند  یکه کافتد  یاتفاق م ین امر در زمانیشود. و ا

ن یداشته باشد. بواسطه هم یتعادل موقت یکتواند  ینم یتفاضلعادله م یکن حالت یدر ا
 یروند زمان یک btrه جمله کباشد. واضح است  یم كتعادل متحر یک btrه کم یگوئ یم
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 يها یمنحن هباشد ب r>1و اگر  یروند خط یکبه  btrباشد  r=1اگر  .دهد یان مشرا ن یشیافزا
 ش داده شده است. ینما 14-7و  13-7ر ین حالات در تصاویا .ل خواهد شدیتبد یصاف

yt

t

 
 13-7ر یتصو

yt

t

 
 14-7ر یتصو

  یکل گرافیروش تحل -7-9
 م: یسیبنو ریل زکمرتبه دوم را به ش یتفاضلاگر معادله 
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yt +byt-1 +cyt-2+d= 0                                                                                           )76(  
 :ندیآ یار مکب yt یل روند زمانیر در تحلیقواعد ز

را ینخواهند بود. ز یمنف یکستیترکرکمعادله  يها شهیدام از رکچیباشد ه c>0 , b<0الف: اگر 
  : میدار x2 +bx+c=0معادله  در

x'= 
2
1

(-b + cb 42 − ) , x"= 
2
1

(-b - cb 42 − ) 

x'>0 042را یاست ز >− cb –b>0 ,  042و چون >− cb -b>  پسx">0 .است 

همه مثبت  bn ,…, b2 , b1اگر  xn-b1xn-1+b2xn-2-b3xn-3+...=0 در معادله یلکبطور 
 تان مثبیدر م یکیو ....  xn-1 , xnباشد   یمنف xندارد. اگر  یشه منفیچ ریباشند معادله فوق ه

ن یو بنابرا یا منفیا مثبت خواهند شد و ین تمام جملات سمت چپ یخواهند شد. بنابرا یمنف
 تواند صفر شود.  یمجموع آنها نم

 د بود. نها مثبت نخواه شهیدام از رکچیباشد ه c>0 , b>0ب: اگر 
مثبت باشند تمام  bn , … , b1اگر  xn + b1xn-1 + b2xn-2 + … = 0در معادله  یلکبطور 

 تواند صفر باشد.  یشوند و مجموع آنها نم یجملات سمت چپ مثبت م

cbرا یو مختلف العلامه هستند. ز یقیشه حقیهر دو ر c<0ج: اگر  42 − delta= اگرc<0  باشد
 اً اگر: یخواهد بود. و ثان یقیشه حقیدو ر يعادله درجه دو دارامبزرگتر از صفر خواهد بود و 

c<0  ==>  -4c>0   ==>  b2- 4c>b2    ==>  cb 42 − > 2b = |b|= b 

0< :نیبنابرا
2

42 cbb −+−
 x'=  0>و

2
42 cbb −−−

 x"= .خواهند بود 

ه کم یدان یباشد. م یم cها برابر با شهیها مختلط هستند و مدول ر شهیباشد ر b2<4cد: اگر 

2مختلط برابر است با:  يها شهیر
4 2bc−+ i 

2
b

r+si = -   :و مدول آنان 

cbcbsr =
−

+=+
4

4
4

22
22                                                                   )77(  

 شود. یم delta= 0را یشه مضاعف خواهند بود زیباشد هر دو ر b2= 4cه: اگر 
  :رایخواهد بود ز یک يشه مساویر یکباشد  c+b+1=0و: اگر 

x2+bx+c= (x-1)(x+b+1)+c+b+1 



 نظریۀ معادلات تفاضلی 60

  :رایخواهد بود ز یک یمنف يشه مساویر یکباشد  c-b+1=0ز: اگر 
x2+bx+c= (x+1)(x+b-1)+c-b+1 

  :رایصفر است ز يوسامشه یر یکباشد  c=0ح: اگر 
x2+ bx = x(x+b)=0   ==>  x'=0 , x"= -b 

 م.ینک یرا رسم م 15-7ر یقواعد فوق تصو کمکبا 

 ریشھ یك
یك مساوي

 ریشھ یك
 منفي  مساوي

یك

XIII
I’

III

VI

II

II’

II”

b

0 c
I”

c=0
 ریشھ یك

صفر مساوي

  ریشھ دو
مضاعف

b2=4cVII

V

b=0XII

IX

IV

X

XI

XIV
I

VIII

c=1

c+b=-1

c-b=-1

 
 15-7ر یتصو

 يها شهی) و رb,c( یتفاضلرا با توجه به ضرائب معادله  yt یروند زمان 15-7ر یاز تصو
ح یر توضیدر ز 15-7ر یتصو شده در یرد. مناطق معرفکدا یتوان پ یآن م یکستیترکرکمعادله 

  :اند داده شده
I) شامل :I" , I'یکتر از کوچکمختلط، مدول  ،ها شهیرا (ریم یموج ت): نوسانا( 

II) شامل :II" , II'یکها مختلط، مدول بزرگتر از  شهیرا (ریرمیغ ی): نوسانات موج ( 
IIIیکتر از کوچک، یقیها حق شهیرا و بدون نوسان (ری: م ( 
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IVیکتر از کوچک یکیو  یکبزرگتر از  یکی، یقیها حق شهیرا و بدون نوسان (ریرمیتاً غی: نها 
 شه مثبت)یو هر دو ر

Vیک، بزرگتر از یقیها حق شهیرا بدون نوسان (ریرمی: غ( 
VIیکتر از کوچکبا قدر مطلق  ی، هر دو منفیقیها حق شهیرا (ری: نوسانات م( 

VIIیکبا قدرمطلق بزرگتر از  ی، هر دو منفیقیها حق شهیرا و با نوسان (ریرمی: غ( 
VIIIتر از کوچکشه یشه مثبت، هر دو ری، هر دو ریقیها حق شهیرا و با نوسان (ریرمیتاً غی: نها
 )یک
IXیکتر از کوچکشه یشه مثبت، هر دو ری، هر دو ریقیها حق شهیرا و بدون نوسان (ری: م( 
Xشه مثبت بزرگتر از ی، ریمنف یکیمثبت و  یکی، یقیا حقه شهیرا و بدون نوسان (ریرمیتاً غی: نها

 ) یکتر از کوچکبا قدرمطلق  یشه منفیو ر یک
XIشه یقدرمطلق هر دو ر یمنف یکیمثبت و  یکی، یقیها حق شهیرا و بدون نوسان (ریرمیتاً غی: نها

 )یشه منفیشه مثبت بزرگتر از ریو قدرمطلق ر یکبزرگتر از 
XIIتر کوچکشه ی، قدرمطلق هر دو ریمنف یکیمثبت و  یکی، یقیحق ها شهیرا و با نوسان (ری: م

 ) یکاز 
XIIIیشه منفیقدرمطلق ر یمنف یکیمثبت و  یکی، یقیها حق شهیرا و با نوسان (ریرمیتاً غی: نها 

 )یکتر از کوچکشه مثبت یو ر یکبزرگتر از 
 XIVشه ی، قدرمطلق هر دو ریمنف یکیمثبت و  یکی، یقیها حق شهیرا و با نوسان (ریرمیتاً غی: نها

 مثبت)شه یبزرگتر از ر یشه منفیو قدرمطلق ر یکبزرگتر از 
 یلیح داده شده است خیه در فصول قبل توضکهمانطور  15-7ر یم تصویروش ترس

نظر  ل موردیه از لحاظ تحلکر حساس را ید مقادیر باین گونه تصاویم ایترس يبرا .باشد یساده م
سه با یمحور را در مقا ومختلف د يها بکیرده و ترکنمودار مشخص  يد را رونباش یمهم م

 یقیات حقیمرتبه دوم خصوص یتفاضلدر معادله   yt یل روند زمانیدر تحل نمود. یآنان بررس
مقدار  ،ا مثبت بودن آنانیو  یمنف ،مضاعف بودن آنان ،ها شهیمختلط بودن ر ،ها شهیبودن ر

باشند.  یل میتحل ير حساس برایبودن همه از مقاد یکتر از کوچکا یها، بزرگتر  شهیقدرمطلق ر
ه بحث به کنیا يم. براینک یدا میپ c , b يدستگاه مختصات بامحورها ير را بر روین مقادیا
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 م. ینک یمهم هر منطقه را شمارش م يشد فقط مرزهاکدرازا ن
I:   b2<4c         c<1         c>0 

I'   b<2             b>0  
 I"  b>-2           b<0 

:II    b2<4c         c>1        c>0 
II'   b>0              
II"   b<0 

III:   b<0            c>0        b2>4c        c<1           b>-2        c+b>-1 
IV:   c>0            b<0        c+b<-1      b<-1 
V:   b2>4c        c>0        c+b>-1       b<0          b<-2 

VI:   b2>4c        b>0        c>0            c-b>-1      c<1          b<2 
VII:   b2>4c        c>0         b>0           c-b>-1      b>2 

VIII:   c>0            b>0        b>1          c-b<-1 
IX:   c<0            b<0        c>-1          b>-1         c+b>-1 
X:   b<0            c<0        c-b>-1       c+b<-1 

:XI   c<0            b<0        c-b<-1       c<-1 
XII:   b>0            c<0        b<1           c>-1         c-b>-1 

XIII:   b>0            c<0        c-b<-1       c+b>-1 
:XIV            b>0            c<0        c+b<-1      c<-1  

ه یلکنمود مانند  یشمارش و بررس 15-7توان در نمودار  یرا م يگریار دیمناطق بس
 ا محل تقاطع خطوطیباشند و  یور مکر مذیرسم شده در تصو ینحمنخطوط و  يه روک ینقاط

نظر  ات صرفکن نیدن مطلب از ایشک ادرازبه به علت  یل ولین قبیو از ا یا منحنبگر و یدیکا ب
ه یتوان از قض یردن مناطق فوق مکدا یم. در پینک یواگذار مرا به خواننده  آن ینموده و بررس

 باشد.  یر میه بشرح زکعامل درجه استفاده نمود 
 ) برج ه عامل دری(قض 8ه یقض

مجموع دو  يشه برابر است با منهایال درجه دو همینوم یمعادله پول یکوم در دب یضر
  .ها شهیصل ضرب راشه و جمله ثابت برابر است با حیر

  :میباشد دار 'x' , xشه یدو ر يدارا x2+bx+c= 0ال درجه دو ینوم یلوپاگر 
b= -(x'+x") ,  c= x'x"                                                                                          )78(  
(x-x') (x-x")= x2-(x'+x")x + x'x" = x2+bx+c 

 :شود یر حاصل میج زیه نتاین قضیاز ا
 رند. یگ یمثبت در ربع چهارم قرار م يها شهیالف: ر

 b<0و  c>0و چون  b= -(x'+x")<0و  c= x'x">0شه مثبت باشد یاگر دو ر
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 ). 15-7ر یدر ربع چهارم قرار خواهد گرفت. (تصو c,bب کیترهر است 
 )15-7ر یرند (تصویگ یدر ربع اول قرار م یمنف يها شهیب: ر

 b= -( x'+x")>0 , c= x'x">0چون 
در ربع دوم قرار خواهد  یشه با قدرمطلق بزرگتر منفیرو مه لعلاشه مختلف ایج: دو ر

 ).  15-7ر یگرفت. (تصو
 b= -( x'+x")>0 , c= x'x"<0را یز
وم قرار خواهد گرفت. سشه با قدرمطلق مثبت در ربع یو ر علامهال شه مختلفید: دو ر

 ). 15-7ری(تصو
  b= -( x'+x")<0 , c= x'x"< 0را یز

 ام در فصول بعد خواهد آمد. nال مرتبه ینوم یه به پولین قضیم ایتعم
  8 نیتمر

بطـور  را  c,b,aر مختلـف  یر برحسـب مقـاد  ی ـز یتفاضلرا در معادله  yt یروند زمان یچگونگ -1
 yt+2 –a(1+b)yt+1 +abyt= c                                                ند. ینما یبررس یکیو گراف يجبر
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 یخط یتفاضلبحث در معادلات  -8
  
ش از دو یب يها مرتبه یخط یتفاضله در حل معاملات ک یلکن مشیبه مهمتر 

ه در ک یهائ شرفتیباشد. با توجه به پ یم یکستیترکرکال ینوم یم حل معادله پولیخور یبرم
بوده و به  يل جبرحروش  يداراه معادله درجه دوم کم یدان یه معادلات صورت گرفته مینظر

درجه  ها حل نمود. معادلات درجه سوم و شهینگونه معادلات را بر حسب ریتوان ا یم یراحت
از  ین بعضیو همچن .توان حل نمود یتر م دهیچیپ یمشابه ول يروشهااز ز با استفاده یچهارم را ن

 یبعض یحت یول .باشند یقابل حل م یز به سختینو بالاتر حالات خاص معادلات درجه پنجم 
ن حال یعدر  !باشد ینم يجواب جبر يال بالاتر از پنج داراینوم یپول یکاند  ردهکثابت 
ب دلخواه ین محاسبه آنها با تقریها و همچن شهیل ریه و تحلیقادر به تجز يز عددیآنال يها روش

 يها شهیرع به جرا يعدد -یلیتحل يها م چند نمونه از روشینک یم یباشند. حال سع یم
 م.ینمائ یال را مختصراً بررسینوم یمعادلات پول

 )Sturmروش استرم  ( -8-1  
نوع و  ،د تعدادیبا یتفاضلمعادله  یک یردن روند زمانکدا یپ يه گفته شد براکهمانطور  

قاً یها دق شهیه مقدار رک یم. در صورتیرا بدان یکستیترکرکال یومن یمعادله پول يها شهیمقدار ر
 يا ه در چه فاصلهکص داد ین معلوم باشد تا بتوان تشخناآ یبید مقدار تقرینشده باشد بان ییتع

 يد. روش استرم برانگرد یم یتفاضلمعادله  يبرا یجتاً باعث چه روند زمانید و نتنریگ یقرار م
 شود.  یار گرفته مکرد بیگ یقرار م يا شه در داخل چه فاصلهیدام رکه کنیا یبررس

  یقیحق يها شهیر -8-1-1 
  :ر استیز یلکل کبه ش یتفاضلمعادله  یک یکستیترکرکال ینوم یه پولکد ینکفرض  

f(x)= a0xn+a1xn-1+…+ an-1x+an=0                                                                      )79(  
 م: ینک یرا محاسبه م نشان داده آن f1(x)را با  f(x)مشتق تابع 

f1(x)=
dx

df x)(

= na0 xn-1+(n-1)a1xn-2+…+an-1 

 م:ینک یر محاسبه میل زکرا به ش يگرید يها الیمنو یپول
f(x)=g1(x).f1(x)-f2(x)       ==>    f2(x)= g1(x).f1(x)-f(x) 
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م یمانده تقسیبرابر با باق f2(x) گر مقداریبه عبارت د
)(
)(

1 xf
xf باشد و  یم یک یضربدر منفg1(x) 

                     :تر ا بطور واضحیبرابر با خارج قسمت خواهد بود. 
)(
)(

1

2

xf
xf−

 = g1(x) +
)(
)(

1 xf
xf 

انگر خارج یب g(x)اگر  . پسمینمائ یز محاسبه میرا ن يبعد يها الیمنو یب پولین ترتیبه هم
 ر است. یل زکبه ش مرستا يها الینوم یپول یلکها باشد بطور  میقسمت تقس

f(x)  = g1(x).f1(x)-f2(x) 
f1(x) = g2(x).f2(x)-f3(x) 
f2(x) = g3(x).f3(x)-f4(x) 
....................................... 
fn-2(x) = g(n-1)(x).f(n-1)(x)-fn(x) 

ن ید وآخریآ ین میب پائیاسترم به ترت يها الینوم یه درجه پولکدقت واضح است  یمکبا 
چه  ) در79ال (ینوم یشه پولیر هکم یه بدانکنیا يباشد. برا یعدد ثابت م یکال ینوم یپول

  :مینک یر استفاده میه زیرد از قضیگ یقرار م يا فاصله
 ه استرم)ی(قض 9 هیقض

باشـند.   یق ـیدو عـدد حق  a<bمضـاعف نباشـد و    يهـا  شـه یر ي) دارا79ال (ینوم یاگر پول 
ر علامـت  یی ـرند برابر است با تعداد تغیگ یقرار م x=b , x=aن یه بک f(x) یقیحق يها شهیتعداد ر

ا یاست  x=bه ک یر علامت همان توابع زمانییتعداد تغ يمنها ،باشد یم x=aه ک یتوابع استرم وقت
)V(a)-V(b . 
 د.  ینکر توجه یه به مثال زین قضیروشن شدن ا يبرا 

 1-8مثال 
ر اسـت.  ی ـل زکبه ش ـ yt= 3yt-1 +6yt-2 – 4yt-3 یتفاضلمعادله  یکستیترکرکال ینوم یپول  
قـرار   یدر چـه فواصـل  هـا   شهیبوده و ر یقیشه حقیچند ر يال داراینوم ین پولیم ایم بدانیخواه یم

 f(x)= x3-3x2-6x+4                                                                                                   دارند. 

 3x2-6x-6 =  م.یده یل مکیاسترم راتش يها الیمنو یپول
dx

xdf )( f1(x)=f'(x)= 

f(x)  را بــرf1(x) م. حاصــل را ینــک یضــرب مــ یــک یمانــده را در منفــیم نمــوده باقیتقســf2(x) 
 f2(x)= 6x-2                                                                                                           م. ینام یم
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f1(x)  رابرf2(x) م ینک یضرب م یک یمانده را در منفیرده باقکم یتقسf3(x) دیآ یبدست م:  

f3(x)= 
3
23

 

 ر هستند.  یل زکن مثال به شیاسترم ا يها الینوم یپس پول
f(x)= x3-3x2-6x+4 
f1(x)= 3x2-6x-6 
f2(x)= 6x-2 

f3(x)= 
3
23

 

قـرار   یـک ن صـفر و  یمزبـور ب ـ  یکسـت یترکرک الی ـنوم یپول يها شهیرتا از  م چندیه بدانکنیا يبرا
 م.  ینک یمحاسبه م x=1و  x=0ر توابع فوق را به ازاء یمقاد رندیگ یم

f(0)  = 4>0  ==>  + 
f1(0) = -6<0   ==>  - 
f2(0) = -2<0  ==>  - 

f3(0) = 
3
23

>0  ==>  + 

f(1)  = -4<0  ==>  - 
f1(1) = -9<0  ==>  - 
f2(1) = +4>0  ==>  + 

f3(1) = 
3
23

>0 ==>  + 

ــرا تعــداد تغ V(0)اگــر   ــه  f(0)ر علامــت از یی ــام f2(0)ســپس  f1(0)ب  V(0)=2 ،میو... بن
مثبـت اسـت.    f3(0)و  f2(0)و  یمنف ـ f1(0) ،مثبت اسـت  f(0)ه کب است ین ترتیشود و آن بد یم

 . است V(0)=2پس  .شود یر علامت مییبه مثبت باعث دو تغ یو از منف یپس از مثبت به منف
ن یا یکستیترکرک الینوم یپول يها شهین تعداد ریاست. بنابرا V(1)=1ه کم ینیب یبا روش مشابه م

ل تعـداد  کردن کدا یپ يبرا .V(0)-V(1)=1شوند برابر است با  یواقع م یکن صفر و یه بکمثال 
 ∞+=xتـا   ∞-=xاسـترم را در فاصـلۀ    يها الینوم یال، پولینوم یمعادله پول یک یقیحق يها شهیر

 م. پس در مثال ما:ینک یم یابیارز
f(-∞)<0,   f1(-∞)>0,   f2(-∞)<0,   f3(-∞)>0      ==>V(-∞)=3 
f(+∞)>0,   f1(+∞)>0,   f2(+∞)>0,   f3(+∞)>0   ==>V(+∞)=0 

 V(-∞)-V(+∞)= 3                                   ن معادله برابر است با:یا یقیحق يها شهیل تعداد رک
 V(0)–V(+∞)= 2                                                              برابر است با: ثبتم يها شهیتعداد ر
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 V(-∞) –V(0)= 1                                                             برابر است با:  یمنف يها شهیتعداد ر
قـرار   یصلواف ال در چهینوم یپول یک یقیحق يها شهیه رکص داد یتوان تشخ یب مین ترتیبه هم

 .رد روش استرمکعمل یم به چگونگیگرد یبرمدوباره رند. یگ یم
 10ه یضق
مـه باشـند.   لعلامختلـف ا  b,a ،f(b) , f(a) یق ـیر حقیمقـاد  يوسته باشـد و بـرا  یپ x(f(اگر  

 f(x)گـر  یشـود. بـه عبـارت د    f(c)=0ه یک ـافـت بطور یتـوان   یم cمانند  یقیعدد حق یکحداقل 
 دارد.  b,aن یب یقیشه حقیر یکحداقل 

 شود.   یآن به خواننده واگذار م كواضح است و در 1-8ر یه با توجه به تصویاثبات قض 

a

x

f(a)

b

f(b)

f(x)

 1-8ر یتصو
 11ه یقض

تـوان   یرا نم ـ xاز  يچ مقـدار یمضـاعف نباشـد ه ـ   يهـا  شهیر يدارا f(x)ال ینوم یاگر پول 
 آن باشد.  قتششه میو هم ر f(x)شه یر مه هکافت ی
 یـک  rرد. اگـر  ک ـتوان ثابت  ی) مبرج ه عامل دری) (قض8ه (یبا استفاده از قضرا ه ین قضیا 
  f(x)= g(x)(x-r)                                                                    توان نوشت:  یباشد م f(x)شه یر
  :میریگ یم قتشم f(x)از . )g(r)≠0(ست (یشه آن نیر rه کال است ینوم یپول یک g(x)ه ک

f'(x)= 
dx

xdg )(
(x-r)+g(x) 

f'(r)= 
dx

rdg )(
(r-r)+ g(r)= g(r)≠ 0                   بدست آمده قرار داده: قتشرا درون م   x=r 
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 باشد.  f'(x)شه یتواند ر ینم rن یبنابرا
 12ه یقض

تواننـد   یهـم اسـترم نم ـ   پشت سـر  يها الینوم یدام از پولکچیصادق باشد ه 11ه یاگر قض 
 شه باشند. یر یک يدارا

عـدد   یـک ه ید بر خلاف قضینکفرض  .شود یه ثابت مین قضیبا استفاده از برهان خلف ا 
اسـت.   f4(x)و  f3(x)شـه  یر یک sن یبنابرا f3(s) = f4(s)= 0ه یکوجود دارد بطور sمانند  یقیحق

 م:یسینو ی) م80با استفاده از (
f(x) = g1(x) f1(x)- f2(x) 
f1(x)= g2(x) f2(x)- f3(x) 
f2(x)= g3(x) f3(x)- f4(x) 

s را در f2(x) م: ینک ین میگزیجا                                                          f2(s)= g3(s).(0)-0=0 
جـه برابـر   ینت .میده ـ یقرار م f(x)و  f1(x)را در توابع  sباشد. مرتباً  f2(x)شه یر یکد یبا sن یبنابرا

و  f3(x)باشـد و   یم ـ 11ۀ ییقض ـ ه بـرخلاف ک ـ ز هستین f2(x)و  f1(x)شه یر sه کنیابا خواهد بود 
f4(x)  كشه مشتریر یک يتوانند دارا یگر نمیال استرم پشت سرهم دینوم یپول ا دویو s   .باشـند

 f(x)ال ی ـنوم ی) پـول 8-2ر (یبا توجـه بـه تصـو    .ه استرم)ی(قض 9ه یح قضیم به توضیگرد یحال برم
العلامــه  مختلــف f1(x)و  f(x)ن نقــاط یــدر ســمت چــپ اباشــد.  یمــ W,T,Mشــه یر ســه يدارا

در سـمت   یول ـ .مثبـت اسـت   f1(x)و  یمنف ـ M، f(x) گر سمت چپ نقطهیعبارت د شند. بهاب یم
عبـور   f(x)شـه  یر یکاز  یوقتب یترت نیدب .باشند یمتحدالعلامه م f1(x)و  f(x)ن نقاط یراست ا

ن ی ـل ای ـشـود. دل  یواحد م ـ یکبه اندازه  V(x)اهش که باعث کند ک یر مییتغ f(x)م علامت ینک
داشته باشند. پـس   كشه مشتریر یکتوانند  ینم f1(x)و  f(x) 12ه یرا طبق قضیامر واضح است ز

صـفر   يتوانـد مسـاو   ینمباشد ( یا منفیا مثبت ید یبا f1(r)مشتقش  ،f(x)از تابع  x=rشه یدر هر ر
رود و  ین م ـیا پـائ ی ـرد به سمت بالا کها را قطع xمحور  یوقت f(x)ه نمودار کب ین ترتیبد ).شود

شـه  یرهـا را در  xرود و محـور   ین م ـیبه سمت پـائ  f(x)د ینکفرض  .تواند مماس بر آن شود ینم
x=T ه ک یند. از آنجائک یقطع مf(x) ن رونده است مشتق آن یپائf1(x) باشـد و   ید منف ـیباf(x) 

د یــبا f1(x)و  T، f(x) ب در ســمت چــپ نقطــهیــن ترتیشــود. بــد یل مــیتبــد یاز مثبــت بــه منفــ
علامـت داشـته    یـک د ی ـهـر دو با  Tو در سـمت راسـت     f(x)>0 f1(x)<0 العلامه باشند مختلف
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اهش ک ـرده و باعـث  ک ـر یی ـند علامـت آن تغ کشه عبور یر یک ياز رو f(x)ن اگر یباشند. بنابرا
V(x)  گردد. یواحد م یکبه مقدار 

x

f(x)

WTM

x

f1(x)

x

f2(x)

x

f3(x)

 
 )2-8ر (یتصو

 f2(x)و  f1(x)از  يا شهیچ ریه هکب ین ترتیبد .میگرد یبرم 9هیگر قضیبه اثبات قسمت د 
از  یکـی ظـر مـا حـداقل    ن د در فاصـله مـورد  ی ـنکض رگـذارد. ف ـ  یاثر نم V(x) يرو fn(x)و .. و 
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م           ی ـدار 12ه یباشـد. بنـابر قض ـ   x=sشـه  یر یـک  يدارا f5(x)، مثلاً f(x)توابع استرم بجز  يها شهیر
f4(s)¹ f6(s)¹و  0    :)80با استفاده از ( یول .0 

f4(x)= g5(x) f5(x) –f6(x) 
 f4(s)=- f6(s)پس:                                                                                            f5(s)= 0چون 

 يقـدرمطلق مسـاو   يد دارای ـبا f5و  f4 يها الینوم یمقدار پول  x=s, f5(x)شه یپس بازاء ر 
ا ی ـو  f6ا ی ـ f4د متحدالعلامـه بـا   ی ـند باکر ییتغ f5ب اگر ین ترتیالعلامه باشند. بد مختلف یبوده ول
ر یی ـپـس تعـداد تغ   باشـد. ر علامـت  یی ـتغ یـک  يداراقـاً  یدقد ی ـبا f6و  ،العلامه با آنها باشد مختلف

ر نشـان  ی ـج در زین نتـا یا .ندکر ییتواند تغ یگذرد نم یم f5شه یر یکاز  xه ک یعلامت آنان زمان
 داده شده است. 

 x f4 f5 f6 f7 
s-Δs + + - 1 
s+Δs + - - 1 

ر یی ـم تعـداد تغ ین ـک یاز چپ به راسـت عبـور م ـ   f(x)شه یر یکه از کبطور خلاصه اولاً هر زمان 
اسـترم   يهـا  الی ـنوم یدام از پولکاً اگر هریابد. ثانی یاهش مکواحد  یک f1(x)و  f(x)ن یعلامت ب

از  یکـی اگـر   یاً حت ـلث ـنـدارد. و ثا  ياثـر  Vآنـان در   يهـا  شهیشه باشند ریر يدارا f(x)ر از یبه غ
ــول ــنوم یپ ــا الی ــور از  يه ــور یر یــکمزب ــد نمــکشــه عب ــر ین ــد اث ــبگــذارد ز V يرو يتوان را ی
ن یالعلامـه هسـتند. بـد    ختلفمشه یه همکاند  ساخته شده يماقبل و مابعد آن طور يها الینوم یپول
 ه استرم ثابت شده است. یب قضیترت
  مضاعف يها شهیر -8-1-2
در  کیوچکرات ییشه مضاعف باشد تغیر يدارا یکستیترکرکال ینوم یه پولیکزمان 

 دار خواهد شد. یاسترم پدروش 
  13 هیقض

 fn(x)و ... و  f1(x) و f(x) يهـا  الینوم یپولمضاعف باشد تمام  يها شهیر يدارا f(x)اگر  
 خواهند بود.  كعامل مشتر یک يدارا

 f(x)اگـر   اریباشند. ز كعامل مشتر یک يد دارایبا f1(x)و مشتق آن  f(x)ه تابع کب ین ترتیبد
  f(x)= F(x)(x-r)m:                            مید داشته باشیجتاً بایباشد نت x=rشه مضاعف یر m يدارا

 برابر است با  f1(x)ن یباشد. همچن یال مینوم یپول یکخودش  F(x)ه ک



 71  ثبات پویاي تعادل

 

f1(x)= F(x)m(x-r)m-1 + F '(x)(x-r)m 
هسـتند. بـا    كمشـتر  m-1(x-r)ه هـر دو عامـل   کم یشو یمتوجه م f1(x) , f(x)سه ین جا با مقایدر ا

 f(x)=g1(x) f1(x)–fc(x)                                                                      م:ی) دار80استفاده از (
 f2(x) = g1(x) f1(x)- f(x)                                                                                                  ا ی

ز ی ـن fc(x)ه ک ـم معلـوم خواهـد شـد    یار بـر ک ـب f2(x)م در یردک ـدا یه اول پکرا  f1(x)و  f(x)اگر 
ل کن شیتوان به هم یز میرا ن يبعد يها الینوم یبا روش مشابه پول .باشد یم m-1(x-r)عامل  يدارا

 دنبال نمود. 
  14 هیقض

هـا بـه    الی ـنوم یپـول  یمات متـوال یمضاعف باشد در پروسه تقس يها شهیر يدارا f(x)اگر  
  .)f6(x)= 0د (مثلاً یم رسیمانده صفر خواهیباق یک

 يمسـاو  fn(x)عـدد ثابـت اسـت. اگـر      یـک  fn(x)ال استرم ینوم ین پولیآخره کم یدان یم 
 يدارا f(x)ه اگـر  ک ـ میدان ـ یم ـ 13ه یطبق قض ـ ی) باشد ولx-rعامل ( يتواند دارا یصفر نباشد نم

ن یبنـابرا  .خواهنـد بـود   (x-r) كعامل مشـتر  یک يها دارا الینوم یشه مضاعف باشـد تمام پولیر
fn(x)=0  باشد.  یم 

 15ه یقض
 يهـا  شـه یرصـفر ر یال غی ـنوم یپـول  نیشه آخریمضاعف باشد ر يها شهیر يدارا f(x)اگر  

 خواهد بود.  f(x)مضاعف 
 f4(x)= g5(x) f5(x) – 0:                               )80با استفاده از ( f6(x)= 0بطور مثال اگر  

 نطور یاست و هم f4(x)عامل  یک f5(x)پس 
f3(x)= g4(x) f4(x)- f5(x) = g4(x) g5(x) f5(x)- f5(x) 
 

 كعامـل مشـتر   f5(x)ه ک ـم ین ـیب ین استدلال میدامه دادن ااهست. با  f3(x)عامل  یک f5(x)پس 
f(x)  وf1(x)  وf2(x) م:  یسیم بنویتوان یب مین ترتیبد  .ستهز ین 

f(x)= F(x) f5(x) 
f1(x)= F1(x) f5(x) 

ه ک ـشـود   یباعـث م ـ  wماننـد   f5(x)شـه  یب هر رین ترتیال هستند. بدینوم یپول F1(x)و  F(x)ه ک
f(w)= f1(w)= 0. 11ه یبا استفاده از قض ،w شه مضاعف ید ریباf(x) ز باشد. ین 
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در قـدم  . له روش اسـترم یهـا بوس ـ  شهیر یبین تقرییو تع یم به مسئله اصلیگرد یدوباره برم 
ال ی ـنوم ین پـول یرا به آخـر  f(x)ال مرتبه ینوم یپول .میده یل مکیاسترم را تش يها الینوم یاول پول

 جملــه یــکشــامل  f(x)/f5(x)ســر کشــه مضــاعف، یر mهــر  يبــرا .مینــک یم مــیرصــفر تقســیغ

1)(
)(
−−

−
=− m

m

rx
rxrx ز یمتمــا يهــا شــهیســر شــامل تمــام رکن یــا ،نیبنــابرا .خواهــد بــودf(x) 

گر ساده یهمد را آنها بایاعف وجود نخواهد داشت زضشه میچ ریه f(x)/f5(x)در  یباشد، ول یم
را بـه   f(x) یق ـیحق يها شهیم ریتوان ین میگردند. بنابرا یم شوند و از صورت و مخرج حذف یم
   :مینکر جدا یل زکش

ست. یمضاعف ن يها شهیر يدارا f(x)باشد  fn(x) ≠0. اگر میدهم یل مکیالف: توابع استرم را تش
  .میبر یار مکرا ب 1-1-8ور در قسمت کو روش مذ

ه کم ینمائ  یرا محاسبه م f(x)/fk(x)سر ک .شه مضاعف بودهیر يدارا f(x) ،شد fn(x)= 0ب: اگر 
fk(x) ل ی ـتحل 1-1-8ز را بـا اسـتفاده از   یمتمـا  يهـا  شـه یباشـد. ر  یرصفر اسـترم م ـ ین تابع غیآخر

 م.  ینمائ یم
ئم و الـف و ب را در  ینمـا  یجـدا م ـ  f(x)را از  fk(x) يها شهیر 15تا  13 يایج: با استفاده از قضا

 م. یبر یار مکز بیمتما يها شهیمورد ر
  2-8مثال 

 د. یار برکآن ب يبرارا در نظر گرفته روش استرم را  f(x)= x3- 6x2+9x-4  الینوم یپول 
  :)80با استفاده از (

f1(x)= 3x2- 12x+9 
f2(x)= 2x-2 
f3(x)= 0 
f2(x)= 2x-2= 0    ==>     x=1 

 f(x)= (x-1)2 (x-4)= 0            :است پس f(x)شه مضاعف یر یک x=1 ،15ه یبا استفاده از قض
 خواهد بود.  x=4ا ی 0 =(x-4)گر برابر با یشه دیپس ر

  مختلط يها شهیر -8-1-3
توان به دو  یم یمختلط باشد را به آسان يها شهیر يداراه ک یالینوم یمعادله پول یک 

روشن  يباشند. برا یقیحق يها شهیر يه داراکل نمود یره تبدیال همزمان دو متغینوم یمعادله پول
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 د. یریر را در نظر بگیع مثال زون موضیشدن ا
 3-8مثال 

 يال دارای ـنوم ین پـول ی ـه اک ـم یدان ـ یداده شده اسـت. م ـ  x2-2x+5= 0ال ینوم یمعادله پول 
شه مختلط داشته یاگر ر .ردکدا یتوان پ یب مین ترتیها را به ا شهین ریباشد. ا یمختلط م يها شهیر

 x'= c+di,       x"= c-di                                                                   :م برابر خواهد بود بایباش
                                                 :را داخل معادله فوق گذاشته 'xمقدار  

(c+di)2- 2(c+di)+5= 0    ==>  c2+2cdi-d2-2c-2di+5= 0 
برابر صفر  کبه ت کت یو موهوم یقید مجموع جملات حقیشود با ن معادله برقراریه اکنیا يبرا

 توان نوشت   یشوند پس م
c2-d2- 2c+5= 0 
2cdi- 2di= 0 

 معادله برابرند با:  يها شهید پس ریم رسیخواه d= ± 2و  c=1از حل دستگاه فوق به جواب 
x'= 1+2i,      x"= 1-2i 

ن ی ـه دارد اک ـ یالکاش ـ یول ـ ؛مورد استفاده واقع شودتواند  یها م الینوم یتمام پول ين روش برایا
 يهـا  شـه ینـار گذاشـتن ر  ک اپس ب ـس ـ .مین ـکرا حـل   دیم دستگاه معادلات جدید بتوانیه باکاست 

 . مینمائ یم یرا بررس یقیحق يها شهیمختلط ر
  تعادل يایآزمون ثبات پو -8-2
باشد  یهمگرا م یروند زمان ينظر دارا مورد یتفاضله معادله کم یم بدانیاگر فقط بخواه 
  :ر استفاده نمودیه زیتوان از قض یمر، یا خی

  شر هیقض 16 هیقض
قدرمطلق  يدارا a0xn+ a1xn-1+ …+an-1x+an= 0ام nال مرتبه ینوم یمعادله پول يها شهیر 

 مثبت باشند.  یر همگیزنان یدترم nهستند اگر و فقط اگر  یکتر از کوچک
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 9ن یتمر
  :دینکمحاسبه  x3-3x2-6x+4=0 یکتسیترکرکمعادله  ير را برایر زیمقاد -1

1-   V(-2)     2-   V(-1)         3-   V(+2)        4-   V(-∞)    5-   V(∞) 
 ر؟یا خیشتر است یشه مثبت بزرگتر بیاز ر یشه منفیرقدرمطلق ا یه آک دینکدا یپ 1مسئله در  -2

 د. یر بدست آوریال زینوم یمعادلات پول يتوابع استرم را برا -3
1- x3- 3x2- 3x-1= 0                                       2-  x3- 3x+1= 0 

هستند.  یقیئله قبل حقسمعادلات م يها شهیر هیلکه کد یبا استفاده از روش استرم نشان ده -4
ب یضر يرم آن داراتاس يها الینوم یه پولک f(x)ال ینوم یه هر پولکنین مطلب را به اثبات ایا

 د. یم دهین جمله خود باشند تعمیمثبت در بزرگتر

 د.ینکدا یرا پیمعادلات ز يتوابع استرم را برا -5
1- x3 -3x2+3x-1                                             2-  x3-3x2+6x-4 

    ؟باشند (چندتا) یمختلط م يها شهیر يدارا 5معادلات مسئله  از یکدام ک -6

 ؟باشند (چندتا) یمضاعف م يها شهیر يدارا 5 از معادلات مسئله یکدام ک -7
 :ستیهمگرا نر یز یتفاضلمعادله  yt یه روند زمانکد ینشان ده ره شیبا استفاده از قض -8

yt+2+3yt+1+ 2yt= 12             
 باشد: یر همگرا میز یتفاضلمعادله  yt یه روند زمانکد ینشان ده ره شیبا استفاده از قض -9

yt+2+
6
1 yt+1 -

6
1 yt= 2 

  :دینکش یر را آزمایز یتفاضلمعادلات  یروند زمان یهمگرائ  -10

1- yt+2 + 2
1

yt+1 - 2
1

yt= 3                                2-  yt+2 - 9
1

yt = 1 

                                                                                    د.  یشر را بدست آور يها ننایترمدم یسیر بنویل زکرا به ش 3مرتبه  یتفاضلاگر معادله  -11
yt+3+a1 yt+2+ a2yt+1+a3yt=c 
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  ریبا جمله متغ یخط یتفاضلمعادلات  -9
 
ه ک یرهمگن از مراتب مختلف را وقتیهمگن و غ یخط یتفاضلتا بحال معادلات  

 یتفاضلن فصل به معادلات یدر ا م.یردک یثابت بودند را بررس ریضرائب و جملات آن مقاد
همگن را  یتفاضله معادله ک يا گر جملهیبه عبارت د .باشند یر میجمله متغ يه داراکم یپرداز یم
 باشد.   یم tر یاز متغ ید خود تابعینما یرهمگن میغ
  ب مجهولئروش ضرا -9-1
 م: ینک یم یسیبازنو ریل زکرا به ش nمرتبه  یخط یتفاضلمعادله  

yt= a1yt+1+ a2yt+2+ …+ f(t)                                                                                 )82(  
جملۀ  یتفاضلشود. اگر در معادله  یف میتعر tاز  یباشد و تابع یر میجمله متغ یک f(t) هک

ر قرار یرا تحت تأث یتفاضلم تنها جواب خاص معادله یباشد داشته باش tاز  یه تابعک يریمتغ
محاسبه جواب  يم پرداخت براین قسمت به آن خواهیه در اکدهد. روش ضرائب مجهول  یم

ه کباشد روش ضرائب مجهول همانطور  tاز  یتابع مشخص f(t)دارد. اگر  يادیز اربردکخاص 
ن حالت در ارتباط با هر یداشت. در اافتن جواب خاص خواهد ی يبرا یت خوبید قابلیم دیخواه

در  ینیگزیه با جاکم یریگ یدر نظر ممجهول ر دلخواه یش با مقادیجواب آزما یک f(t)جمله 
 م.  ینک یدا میرا پان رهمگن آنیغ یتفاضلمعادله 

  tMcر یجمله متغ -9-1-1
 :می) دار82باشد از ( f(t)= cMtاگر 

yt= a1yt+1+ a2yt+2+ …+ anyt+n+cMt                                                                                                             )83(  
 باشند.  یثابت م c ,M ,a1, … , anر یه مقادک
رده و جواب ک دایمل را پکد تابع میح داده شد بایه توضکن معادله همانطور یحل ا يبرا 

ح داده شد. در یمل در فصول قبل توضکبدست آوردن تابع م یگونگچ .مییافزایخاص را به آن ب
 يها ه جواب خاص در زمانکم ینکن ییتع دیاباول . میپرداز یافتن جواب خاص مینجا به یا

 يها تفاضل cMtجمله  ن منظور ازیبد ا نه؟یخواهد بود  یصخا یل خاصکش يمختلف دارا
  :میریگ یم یاپیپ
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D(cMt)= cMt+1- cMt= c(M-1)Mt 
D2(cMt)= D[c(M-1)Mt]= c(M-1)Mt+1 – c(M-1)Mt= c(M-1)2Mt 

 Dh(cMt)= c(M-1)h Mt:                                                                 امh تفاضل ينطور برایهم

 Mtدر  c(M-1)hمانند  یل حاصل ضرب اعداد ثابتکمختلف به ش يها تفاضلدر  cMtجمله پس 
عدد  Bه کار برد کش بیآزماجواب را به عنوان  yt= BMtتوان  یب مین ترتیبد .خواهد شد

  :مینک ین میگزیجا )83(ن مقدار را در معادله یا .باشد یثابت نامعلوم م
BMt= a1BMt+1+ a2BMt+2+ …+ anBMt+n+ …+ cMt 

 م. ینک یم حسابرا  Bم و ینک یم میتقس Mtپس دو طرف را بر 

B= n
n MaMaMa

c
−−−− ...1 2

21

 

 ل خواهد بود. یب جواب خاص از قرار ذین ترتیبد

yp= BMt= n
n

t

MaMaMa
cM

−−−− ...1 2
21

 ,     a1M1+ a2M2+ …+ anMn ≠ 1          )84(  

جه            ینت بهقرار داد و  یتفاضلرا در معادله  توان آن یت بودن جواب مسردان حامت يبرا 
cMt=cMt افتن یه همانند قبل در مورد کم یدان یصفر شد م يه مخرج مساوک ید. در صورتیرس

مرتبط با معادله  یکستیترکرکال یومن یپولشه یر یک يمساو Mجواب خاص عدد ثابت 
  :مینک یش میرا آزما yt= BtMt یشین حالت جواب آزمایباشد. در ا یم یتفاضل

BtMt- a1B(t+1)Mt+1-…-anB(t+n)Mt+n=cMt  ==>  B= n
n MntaMtat

c
)(...)1(1 +−−+−

  

n                :با خواهد شد برابرو جواب خاص 
n

t

MntaMtat
ctM

)(...)1(1 +−−+−
yp=BtMt= 

  :یعنیصفر باشد مخالف ز مخرج ین حالت نید در ایب باین ترتیبه هم
t-a1(t+1)M - …- an (t+n)Mn ¹ 0 

ن یم و اگر اینکش یرا آزما yt= Bt2Mtش ید جواب آزمایصفر شد با ياگر مجدداً مخرج مساو
ن روش را تا یا .مینک یش میرا آزما yt= Bt3Mtست خورد جواب کجواب هم همانند فوق ش

yt= BtnMt شود.  قعتواند جواب مورد قبول وا یاز آنها م یکیتاً یه نهاکتوان ادامه داد.  یم 
 t=0ه در زمان کب ین ترتیباشند بد یم كتعادل متحر يدارا )83(از نوع  تمعادلا 

 خواهد بود.  cMtتعادل در  t زماننطور در یو هم cMتعادل در  t=1، در زمان cتعادل در 
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  1-9 مثال

و y0= 2د (ینکرا حل  yt+2 -4yt –3(4)t= 0 یتفاضلمعادله 
2
3

 yt=:( 

   :مینک یش میرا آزما yp= B(4)tجواب خاص 

B(4)t+2 –4B(4)t –3(4)t= 0   ==>     B= 
1616

12
−

 

 yt= Bt(4)t :    میار ببرکرا ب يگریش دید جواب آزمایگردد پس با یم صفر يمخرج مساو یول

B(t+2)(4)t+2 – 4Bt(4)t –3(4)4)= 0   ==>   B= 
8
3

 

 t(4)t پس جواب خاص برابر
8
3= yp م. همـانطور  ین ـک یمحاسبه ممل را کخواهد بود. حال تابع م

 yt+2–4yt=0رد پـس معادلـه   یگ یقرار نمt(4)3 رثابت یر جمله غیمل تحت تأثکه گفته شد تابع مک
 د. یمل بدست آکرا حل نموده تا تابع م

yt= xt   ==>  xt+2 –4xt= 0   ==>   x= ±2     ==>     yc= a(2)t + b(-c)t 

t(4)t                        :  میآور یرا بدست م) yt= yc+ yp( یجواب عموم

8
3 yt= a(2)t + b(-c)t+    

 شود.   یحاصل م a,bر یردن مقادکدا یه و پیط اولیبا استفاده از شرا نیجواب مع

y0= a(2)0 + b(-c)0 +
8
3

(0) (4)0= 2 

y1= a(2)1 +b(-c)1+ 
8
3

(1) (4)1= 
2
3

             ==>   a=1, b=1 

 t(4)t                             : از خواهد بودعبارت ب جواب مسئله ین ترتیبد
8
3

yt= (2)t + (-2)t + 

  Mctر یمتغجملۀ  -9-1-2
  :باشند یاعداد ثابت C , Mو  f(t) = ctMه کد یریرا در نظر بگ ) 82(معادله  

yt= a1yt+1 +a2yt+2+ …+ anyt+n+ ctM                                                                                                 )85(  
 ل جمله موردکب شین ترتیبد .جواب خاص خواهد بود يور بر ctMر یتأث )83(همانند معادله 

 یاپیپ يها تفاضل ctMن منظور از جمله یبد .مینک یم یمختلف بررس يها نظر را در زمان
 c(t+1)M- ctM =(ctM)∆                                                                                         م: یریگ یم
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م و عبارت ینکوتن استفاده ینم نیتز اول از بنبسط پرا ياگر برا
)!(!

!
rMr

M
−

را با   







r

M  نشان

Mr                                    :شود یر میل زکفوق به ش تفاضلم یده
M

r

M ctt
r

M
cct −








=∆ ∑

=0

)( 

MM                           :                           برابر خواهد بود با ∑امM چون جمله ctt
M
M

c =






  

r                                   شود:  یل میر تبدیل زکفوق به ش تفاضل
M

r

M t
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M
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=
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  ر است:یل زکدوم به ش تفاضل
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r     باشد. پس: یم t0=1و  ∆= (ثابت)0چون 
M

r

r
M
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M
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 :میرس یر میم به عبارت زیوتن بسط دهینم نیرا دوباره توسط دستور ب r(t+1)اگر 

r
M
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rشود جمله  k=rه ک یزمان
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  و: ن جمله حذف خواهد شدیتر سمت راستبا  
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شود  یدا مینم پیه از بسط بک یالینوم یرود درجه پول یه بالاتر مک تفاضلب مرتبه ین ترتیبه هم
ه در ک یب جملاتین ترتیشود. بد ی)ام برابر صفر مM+1مرتبه ( تفاضلد تا مقدار یآ ین میپائ

پس جواب  .باشد یم B0 , B1t , B2t2 , … , BMtMل کشود به ش یدا میمختلف پ يها تفاضل
 :مینمائ یبدست آوردن جواب خاص امتحان م يبرار را یز یشیآزما

yt= B0 + B1t + B2t2+ … + BMtM                                                                                    )86(  
  :دیآ یر بدست میال زینوم یم. پولیده یقرار م لازم  يهاt يبرا )85(را در  )86(مقدار 

(B0 + B1t + B2t2+ … + BMtM) = 
a1[B0+B1(t+1)+…+BM(t+1)M]+…+an[B0+B1(t+n)+…+Bm(t+n)M] + ctM                )87(  
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جملات را در سمت چپ  یرا در سمت راست و باق ctM) را مرتبط نموده 87ال (ینوم یپول
 ه خواهد بود. یر شبیل زکال مربوطه به شینوم یپول م.ینمائ یم ينگهدار

f0(B0 , B1 , bm)t0 +f1(B1 , …, Bm)t1 + … +fM(BM)tM= ctM 
ر معادل آنها یمقاد يساودر سمت چپ را م t1 , t0 ,..., tMسه سمت چپ و راست ضرائب یاز مقا

 شود.  یدا میپ B0,B1,...,BMم. دستگاه معادلات همزمان برحسب یده یدر سمت راست قرار م
f0(B0  , B1 , … , Bm)= 0 
f1(B1 , …, Bm) = 0 
::::::::::::::::::::: 
fM(BM) = c 

م تا جواب یده ی) قرار م86در ( و را محاسبه نموده BMتا  B0ر یمعادله فوق مقاد M+1از حل 
ست خورد جواب ک) ش87ال (ینوم یپول Bmتا  B0ر یردن مقادکدا ید. اگر در پیخاص بدست آ

  :میبر یار مکر را بیز یشیآزما
yt= t(B0 + B1t+ …+ BMtM)                                                                                 )88(  

 یشیدر جواب آزما tاز  یل حاصلضرب توانکگر به شیتوان همانند معادلات د ین عمل را میو ا
ر یردن مقادکدا یز در پین tn-1و ... و t2و  t1ه کاست  ین در صورتیرار نمود و اکام تnتا مرحله 

B0  تاBM ش نمودیتوان آزما یم يگریپس از د یکیرا ر یز يها جواب .ست بخورندکش:  
yt= t2 (B0 + B1t+ …+ BMtM) 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                                                              )89(  
yt= tn (B0 + B1t+ …+ BMtM) 

 2-9مثال 
 :     دینکدا یرا پ  yt+2 + 5yt+1+2yt = t2 یتفاضلجواب خاص معادله 

∆(t2)= (t+1)2 – t2 = 2t+1 
∆2(t2)= ∆(∆t2)= ∆(2t+1)= ∆(2t)+ ∆(1)= 2 
∆3(t2)= ∆(∆2t2)= ∆(2)= 0 

جملـه   یـک ات فـوق  یم چون در عملینک یش میرا آزما yt=B0+B1t+B2t2 یشیپس جواب آزما
t2 جمله  یکمرتبه اول آن   تفاضلاز و ر) ی(خود جمله متغt  جملـه   یـک ه دوم تب ـرم تفاضلو از

م. حال مقدار یار بردکب یشیرا در جواب آزما B0 , B1 , B2 يب پارامترهایم پس بترتیتشثابت دا
y يها را در زمان t+1, t+2 رهمگن صـورت  یغ یتفاضلم و آنها را در معادله یآور یز بدست مین

 t + 8B2t2 = t2(7B1+14B2) + (8B0+ 7B1+ 9B2)                            :مینک ین میگزیمسئله جا
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   :م داشتیخواه tر ضرائب یقراردادن مقاد يسه سمت چپ و راست معادله و از مساویبا مقا
8B0 + 7B1 + 9B2 = 0                    8B1+ 14B2= 0                   8B2 = 1 

بـا  بـا:   ب برابر خواهند بـود یبه ترت B2 , B1, B0ر ین دستگاه مقادیاز حل ا
256
و  13

32
7

و  −
8
1. 

2                                         قرار است: ن یاپس جواب خاص از 

8
1

32
7

256
13 tty p +−=  

 K+ dt tMcر یجملات متغ -9-1-3
ف نمود و به دنبال یر تعریمتغجملات توان بعنوان  یرا م یمختلف یاضیرال کاش 

قسمت قبل  رد یتفاضللات ده در معاک يریمتغحل آنها بود. جملات  يبرا یلک يها فرمول
ن قسمت یرا در ا يگریال دکاش .دنباش ینگونه مسائل میحل ا يبرا یخوب يها آورده شدند مثال

 یلکبطور  .باشند یر میبا جملات متغ یتفاضلحل معادلات  يبرا یهائ نیه تمرکم ینک یم یسربر
شود و از آن تعداد  یش میآن آزما یاپیپ يها تفاضلنگونه معادلات یهمانند قبل در حل ا

د. اگر یآ یباشد بدست م یر لازم میمتغجمله با توجه به  یتفاضلحل معادله  يبراه ک یپارامترهائ
  :ل خواهد شدیر تبدیل زک) به ش82( یتفاضلمعادله  f(t)=cMt+dtKم یداشته باش

yt= a1yt+1 + a2yt+2 +…+ anyt+n+ cMt+ dtK                                                                                           )90(  
اب خاص همانطور وردن جکدا یپ يد؟ برایآ یچگونه بدست م یشین حالت جواب آزمایدر ا

 م. یآور یر را بدست میجملات متغ یاپیپ يها تفاضله گفته شد ک
∆(cMt+ dtK) = ∆(cMt) + ∆(dtk) 
∆2(cMt+ dtK) = ∆2(cMt) + ∆2(dtK) 
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
∆K(cMt+dtK) = ∆K(cMt)+ ∆K(dtK) 

آنان  يها تفاضلبا مجموع شد تمام مراتب برابر  ر دریمجموع دو جمله متغ تفاضلب ین ترتیبد
) 2-1-9) و (1-1-9( يها توان با استفاده از قسمت یرا م یشیپس جواب آزما .در همان مرتبه

  :برابر خواهد بود با  یشیب جواب آزماین ترتیبدست آورد. بد
yt= (BM t) +(B0+B1t+…+ BKtK)                                                                        )91(   

ر کذتگردد. لازم به  یشود و بسط آن به خواننده واگذار م یم ين مطلب خودداریح ایتوضاز 
نشود جواب  BKو ... و  B1و  B0ر یردن مقادکدا یفوق موفق به پ یشیه اگر جواب آزماکاست 
  :ضرب شود t ه جواب فوق درکن صورت یم به ایبر یار مکرا ب يش بعدیآزما
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yt= t[BMt+ B0+ B1t +…+ BKtK]                                                                         )92(  
 رار نمود: کتوان ت یم tاز  يبالاتر يها با توانز ینمراحل بعد  ن عمل را دریا ،ستکدر صورت ش

yt= t2 [BMt+ B0+ B1t+ …+ BKtK]                                                                      )94(  
  .آخر یال
 c0tK +c1tK-1+…+cK  ریجملات متغ -9-1-4
 cKو...و c0و  Kه ک f(t)=c0tK+c1tK-1+…+cKه در آن کد یریرا در نظر بگ )82(معادله  

  :ر را خواهد داشتیل زکش یتفاضلباشد. معادله  یح میعدد صح Kهستند و  یاعداد ثابت
yt= a1yt+1+…+anyt+n+ c0tK+c1tK-1+…+cK                                                            )94(  

  :گری) خواهد بود به عبارت د86ن حالت همانند (یدر ا یشیجواب آزما
yt= B0+ B1t+B2t2+…+ BKtK                                                                                )95(  

سمت راست عبارت توان  یمم یدنش BKو .. و B0 يبرا یهائ افتن جوابیچنانچه مجدداً موفق به 
 اقدام نمود.  BKو .. و  B0محاسبه ضرائب   يمجدداً برا رد وکضرب  tاز  یائها توانی tفوق را در 

  3-9مثال 
ر ی ـل زکباشد بـه ش ـ  n=1 ی) وقت82( یتفاضلمعادله  f(t)=d0+d1t+d2t2م: یاگر داشته باش 

 yt= ayt+1+d0+d1t+d2t2                                                                              :ل خواهد شدیتبد
   :مینک یم یابیمختلف را ارز يها تفاضل د؟یآ یجواب خاص چگونه بدست م

∆ (d0+d1t+d2t2) = 0+∆(d1t)+∆(d2t2)=d1(t+1)-d1(t)+d2(t+1)2-d2(t)t= d1+d2+2td2 
∆2(d0+d1t+d2t2) = ∆(d1+d2+2td2)= 2d2(t+1)–2d2(t)= 2d2 
∆3(d0+d1t+d2t2) = ∆(2d2) = 0 

و  t , t2ر ی ـنظ یجملات ير دارایمختلف و خود قسمت جملات متغ يها تفاضلب چون ین ترتیبد
 خواهد بود.  ctMر یمتغجملۀ ر یآنها نظ يبرا یشیب آزمااعدد ثابت دارند جو

yt= B0+ B1t+ B2t2 
 yt+1=B0+B1(t+1)+B2(t+1)2=B0+B1+B2+(B1+2B2)t+B2t2       :میسین بنویم همچنیتوان یم

   :میمسئله دار صورتدر  ینیگزیبا جا
B0+B1t+B2t2 – a[B0+B1+B2+(B1+2B2)t+B2t2] = d0+d1t+d2t2 
B0-a(B0+B1+B2) + [B1-a(B1+2B2)]t + B2(1-a)t2 = d0+d1t+d2t2 

   :شود یدا میپ B2و  B1و  B0ر یهمدرجه در چپ و راست مقاد يهاtقرار دادن ضرائب  يبا مساو
B0-a(B0+B1+B2)=d0                        B1-a(B1+2B2)=d1                              B2(1-a)=d2 
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a¹اگر   برابرند با:  B2, B1, B0ر یباشد مقاد 1

0

0
2

2
211

0 )1(
1)1(

2)1(

g
a

d
a

da
a

daada
B =

−

+






−

+







−
+−

=             a¹ 1 

12
21

1 )1(
2)1( g

a
adadB =

−
+−

=     2
2

2 1
g

a
dB =
−

=  

 yp=g0+g1t+g2t2با:                                                             پس جواب خاص برابر خواهد بود

 ار برد. کاده شد بفه استک) 86ر (ینظ ي) را بجا89) و (88( رینظ يها د جوابیبا باشد a=1اگر 

 cMt+c0tK+c1tK-1+…+cKر یجملات متغ -9-1-5

   :میگر داشته باشیا به عبارت دیباشد  cMt+c0tK+c1tK-1+…+cK) برابر 82در ( f(t)اگر  
yt= a1yt+1+…+ anyt+n + cMt+c0tK+c1tK-1+…+ cK                                                  )96(  

  :گریا به عبارت دی) خواهد بود. و 91معادل ( یشیجواب آزما
yt= (BMt) + (B0+ B1t+…+ Bktk)                                                                        )97(  

 4-9مثال 
 .دینکدا یرا پ yt+2- 6yt+1+ 8yt= 3t2 +2-5(3)t یتفاضلجواب خاص معادله 

نظـر  ر ر را دی ـز یش ـیدر سـمت راسـت معادلـه فـوق جـواب آزما      3t2+2ال ی ـنوم یپول هبا توجه ب
  B0+B1t+B2t2                                                   :                                                     میریگ یم

جـواب  . میری ـگ یدر نظـر م ـ  یش ـیجـواب آزما  يرا بـرا  B(3)tعبـارت    t(3)5-با توجه بـه جملـه  
 yt= B(3)t+B0+B1t+B2t2                                                 :   ل خواهد شدکشن یابه  یشیآزما
 م.  یده یقرار م یتفاضلرده و در معادله کز حساب یرا ن yt+2و  yt+1ر یمقاد

yt+2-6yt+1+ 8yt= B2(t+2)2+ B1(t+2)+ B0+ B(3)t+2 
-6[B2(t+1)2+B1(t+1)+B0+B(3)t+1] +8[B2t2+ B1t+ B0+ B(3)t] 
= 3B2t+ (3B1- 8B2)t+ 3B0 - 4B1- 2B2 – B(3)t 

   :مید داشته باشیشود با یتفاضلد معادل سمت راست معادله یچون عبارت فوق با
3t2+ 2- 5(3)t= 3B2t2+3B2t2+ (3B1- 8B2)t+ 3B0- 4B1- 2B2- B(3)t 

  :قرار داده ير به هم را مساویضرائب جملات نظ
3B2= 3    B= 5 
3B1- 8B2= 0    ==>  B0= 44/9 
3B0- 4B1- 2B2= 2    ==>    B1= 8/3         
B= 5     B2= 1 
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t:                                            جواب خاص برابر خواهد بود با
p tty )3(5

9
44

3
82 +++=  

 cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK)ر یجملات متغ -9-1-6

   :میگر داشته باشیا بعبارت دیباشد و  cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK)برابر با  )82(در  f(t)اگر 
yt= a1yt+1+…+anyt+n +cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK)                                                   )98(  

 :امتحان نمودتوان  یرا مر یز یشیجواب آزما
yt= BMt(B0+B1t +…+ BKtK)                                                                              )99(  

c1M1ر یجملات متغ -9-1-7
t+…+cKMK

t 

c1M1برابر با  )82(در  f(t)اگر  
t+…+cKMK

t  ر یل زکر به شظن مورد یتفاضلباشد معادله
yt= anyt+1 +…+ anyt+n+ c1M1                                                   :خواهد بود

t + …+ cKMK
t 

yt= B1M1          :مینک یمجواب خاص امتحان  يارا بر روبرو یشیجواب آزما
t +…+ BKMK

t 
 5-9مثال 

 د. ینکرا حل  yt+2 – 4yt+1+ 4yt= 3(2)t+ 5(4)t یتفاضلمعادله 
خواهد بود. به عبارت  x2- 4x + 4= 0مل برابر کجواب م يبرا قوفمعادله  یکستیترکرکمعادله 

 x'= x"= 2                                                                                                                   :گرید
yc= c12t+ c2t2 :                        مل برابر خواهد بود باکستند جواب مهها مضاعف  شهیچون ر

t 

جـواب   یتفاضلدر سمت راست معادله  t(2)3بدست آوردن جواب خاص با توجه به جمله  يبرا
 tرا در  وجـود دارد آن  ycمـل  کن جملـه در جـواب م  یچون ا .مینک یرا انتخاب م B12tش یآزما

 یش ـیجـواب آزما  t(4)5در ارتبـاط بـا جملـه     .B1t2(2)tشود  یم یشیجواب آزما .مینک یضرب م
B2(4)t برابر خواهد بود با یشیجواب آزما یلکم. پس بطور یبر یار مکز بیرا ن:  

yt= B1t2(2)t+ B2(4)t 
   :مینک ین میگزیجا یتفاضلن معادله را در معادله یا

yt+2–4yt+1+4yt=  
B1(t+2)2(2)t+2 + B2(4)t+2 -4[B1(t+1)2(2)t+1+B2(4)t+1]+4 [B1(t)2(2)t+B2(4)t]= 
8B12t + 4B2(4)t 

 8B1(2)t + 4B2(4)t= 3(2)t+5(4)t                                                          :مید داشته باشیپس با

B1= 
8
3

, B2= 
4
5

ه                                                           ک                                                
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yt= c1(2)t +c2t (2)t +(
8
3

)t2 (2)t + (
4
5

) (4)t           برابر خواهد بود با یومپس جواب عم:      

yt= c1(2)t +c2t (2)t+ 3t2 (2)t-3+ 5(4)t-1                                                                                                               ای  
t α ریجمله متغ -9-1-8 M Cos ایt α  M Sin     

t α )82(در معادله  f(t)اگر   M Sin ا یt α M Cos  گریا به عبارت دیباشد:  
yt= a1yt+1 +…+ anyt+n + M Sinα t 
yt= a1yt+1 +…+ anyt+n + M Cosα t                                                                   )100(  

  ر در نظر گرفت:یز لکتوان به ش یرا م یشیجواب آزما
yt = A Cosα t + B Sinα t                                                                                )101(  

t αریجمله متغ -9-1-9  ct Cosایt α ct Sin   
tα با  برابر باشد )82(در  f(t)اگر    ct Cosایt α ct Sin  گریا به عبارت دی:  

yt= a1tt+1 +…+ anyt+n + ct Cosα t 
yt= a1tt+1 +…+ anyt+n + ct Sinα t                                                                      )102(  

 :ر در نظرگرفتیل زکتوان به ش یش را میجواب آزما
yt= ct(A Cosα t + B Sinα t)                                                                            )103(  

  بحث در روش ضرائب مجهول -9-1-10
م روش یح دادیتوض یقبل يها ردن جواب خاص در قسمتکدا یپ يه براکرا  یروشهائ

وجود  f(t)ه در تابع ک يا ه در ازاء هر جملهکل بود کن شیبه ا یلکضرائب مجهول بود. روش 
درون معادله  ینیگزیه با جاکت مجهول باثضرائب  يشامل تعداد یشیجواب آزما یکداشت 

 يها جواب یبعض یط خاصیه در شراکم یدیم. دیداد یل مکیشدند را تش یدا میپ یتفاضل
ر خاص ضرائب مجهول معادله یتوانستند به ازاء مقاد یند و نمدخور یست مکش یشیآزما

نظر  ا جمله موردی یشیرا در جواب آزما tاز  ین حالت توانیدر ا نند.کرا برآورده  یتفاضل
ن یا یلکم. بطور یدموزآ یم یتفاضلرا در معادله  م و مجدداً آنیردک یضرب م یشیجواب آزما
د یبا یشیفوق جواب آزما يها ه حالتیلکه در کل مطرح نمود کن شیتوان بد یمسئله را م

 یشین بود جواب آزمایمل نباشد. اگر چنکجملات آن در تابع م هکانتخاب شود  يطور
مل بود کم عتاب ملاتاز ج یکیمشابه  یشیاز جواب آزما يا خورد. اگر هر جمله یست مکش
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بزرگ  یافکد به اندازه ین توان بایرد. اکضرب  tح و مثبت از یصح یآن جمله را در توان دیبا
ه مشابه آن جمله درون تابع کنباشد  يا جمله يد محتویجد یشیمجدداً جواب آزماه کباشد 

 مل وجود داشته باشد. کم
 10ن یتمر

 .دینکر را با استفاده از روش ضرائب مجهول حل یمعادلات ز -1
1:  yt+2 – 3yt+1+ 2yt = 4t                                                          2:  yt+2- 4yt+1+ 4yt= t2 
3:  4yt+2+ yt= 2t2- 5t+3                                    4:  yt+1- yt= t           y0= 1 
5:  yt+2+ 2yt+1+ yt= t+2t                                                           6:  yt+2 – 8yt+1+ 16yt= 3(4)t 
7:  2yt+2- 3yt+1+ yt= t2 – 4t+3                            8:  yt+2+ 4yt= 5(-3)t+ 10t 
9:  yt+2 – yt=(1/3)t                                                                       10: yt=2 + yt= 4 Cos 2t 
11:  yt+3 – 6yt+2 + 11yt+1–6yt=4t+3(2)t-5t                 12: yt+4 – 16yt= t2 – 5t+2 – 4(3)t 
13:  yt+3 + yt= 2t Cos 3t                                  14:  3yt+4 – 4yt+2 + yt = 3t (t-1) 

 د.  ینکحل  b , aر یتمام مقاد يرا برا yt+1– ayt= b یتفاضلمعادله  -2
  روش استفاده از اپراتورها -9-2
 :ر نوشتیل زکتوان با استفاده از اپراتور انتقال به ش یرا م یخط یتفاضلمعادلات  

)()( tfyE t =f                                                                                                )104(  
  :میسینو یر میل زکرا به ش )82(مثال معادله  يباشد. برا یم Eاز اپراتور  یتابع Eφ)(هک

anyt+n+…+ a2yt+2+ a1yt+1+a0yt= f(t)                                                                  )105(  
  :ر نوشتیل زکناً به شیتوان ع یمعادله فوق را م

(anEn+ …+ a2E2+ a1E+ a0)yt= f(t)                                                                    )106(  
  :ف شده استی) تعر104در ( Eφ)(به عنوان ) 106(ه پرانتز سمت چپ ک

)(Eφ = anEn + an-1En-1 +…+ a2E2+ a1E+ a0                                                      )107(  
توان به  یانتقال م ورپراتارا با استفاده از  6yt+3–15yt+2+8yt+1+4yt=0 یتفاضلمثال معادله  يبرا
 yt= 0 (6E3- 15E2+ 8E+4)                                                                       ر نوشت: یل زکش

حال اپراتور 
)(

1
Eφ

 ل: کن شیم بدینک یف میتعر Eφ)(وس کرا به عنوان مع 

)(
1
Eφ

f(t)= U ,     )(Eφ U=f(t)                                                                        )108(  

) 105ن جواب خاص معادلۀ (یست و بنابرایثابت دلخواه ن يدارا Uه کرد کم یفرض خواه
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باشد. اپراتور  یم
)(

1
Eφ

 توان نوشت: یم f(t) تابع يبراباشد  یم یاپراتور خط یک 

)(
1
Eφ

f1(t)= U1 , )(
1
Eφ

f2(t)= U2 

)(Eφ U1= f1(t) , )(Eφ U2= f2(t)                                    ) توان نوشت ی) م108بر اساس:  
 Eφ)( f1(t)+f2(t) = [U1+U2]           :میسیم بنویتوان یاست م یاپراتور خط یک Eφ)(چون 

)(
1
Eφ

[f1(t) + f2(t)]= U1+ U2                                                                              :پس 

)(
1
Eφ

[f1(t) +f2(t)]= 
)(

1
Eφ

f1(t) + 
)(

1
Eφ

f2(t)                                                      ا:یو  

  :میسیم بنویتوان یم f(t) تابع يبرارصفر باشد یمقدار ثابت غ αاگر  یاز طرف

)(
1
Eφ

α f(t)= U     ==>    )(Eφ U= α f(t)                                              

f(t)=                                                                   :مینک یم میتقس αدو طرف را بر
α
U )(Eφ    

)(
1
Eφ

f(t)= 
α
U

      ==>    α
)(

1
Eφ

f(t)=U                                                             ای   

)(
1
Eφ

α f(t) = U = α 
)(

1
Eφ

f(t)                                                                           پس 

هکم یریگ یجه میپس نت
)(

1
Eφ

ه ک یدر مواقع ين اپراتوریچن یمعرف است. یاپراتور خط یک 

f(t) مورد استفاده  دتوان یم یتفاضلردن جواب خاص معادلات کدا یرا دارد در پ یال خاصکاش
 م. یپرداز یر چند نمونه مکواقع شود. حال به ذ

 tMcر یجملات متغ -9-2-1
بدست  يم از روش فوق برایتوان یباشد م cMtبرابر با  f(t)) مقدار 105اگر در معادله (

م نشان یتوان یم .دیری) در نظر بگ107را همانند ( Eφ)(م. ینکآوردن جواب خاص استفاده 
cMt                                                                            :           هکم یده )(Mφ cMt= )(Eφ  

EMt= Mt+1= M.Mt ,  E2Mt= Mt+2= M2.Mt    ,...,  EnMt= Mt+n = Mn.Mt                       را:یز  
)(Eφ Mt= (anEn+ an-1En-1+…+a0)Mt = (anMn+ an-1Mn-1+…+a0)Mt= )(Mφ Mt  :پس 
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 : با ) برابر خواهد بود104( یتفاضلجواب خاص معادله 

yp= 
)(

1
Eφ

cMt= 
)(

1
Mφ

cMt   , )(Mφ ¹ 0                                                        )109(  

و  Eφ)(بودن اپراتور یو خطرا از روابط فوق یز
)(

1
Eφ

 ه:کواضح است  

 )(Eφ cMt= )(Mφ cMt 

 د.یآ ی) بدست م109و رابطه (
 6-9مثال 

 د.  ینکدا یرا پ yt+2- 2yt+1+ 5yt= 2(3)t- 4(7)t یتفاضلجواب خاص معادله 
 yt= 2(3)t – 4(7)t (E2- 2E+5) :                                ر نوشتیل زکتوان به ش یر را میمعادله ز

  :دیآ یر بدست میجواب خاص از رابطه ز

yp = 
52

1
2 +− EE

[2(3)6 – 4(7)t] = 
52

2
2 +− EE

3t - 
52

4
2 +− EE

7t 

    = 
5)3(23

2
2 +−

 3t - 
5)7(27

4
2 +−

7t = 
4
3t

- 
10
7 t

 

0= چنانچه )(Mφ شود استفاده نمود.  یح داده میتوض 4-2-9ه در قسمت ک ید از روشیباشد با 
ضرب شده باشد با توجـه   F(t)مانند  tاز  يگریدر تابع د Mtر یه اگر جمله متغکد ینکحال توجه 

  :ز برقرار خواهد بودینر یز) عبارت 107) و (105به (
)(Eφ [MtF(t)]= Mt )(MEφ F(t)                                                                      )110(  

EMt F(t)= Mt+1 F(t+1)= Mt [MEF(t)]                                        میسیم بنویتوان یرا میز:  

E2MtF(t)= Mt+2 F(t+2)= Mt [M2E2F(t)] 
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
EnMtF(t)= Mt+n F(t+n)= Mt [MnEnF(t)] 

  :پس
)(Eφ [Mt F(t)]= (anEn+ an-1En-1 + …+ a0) [MtF(t)]                                                   

                        = Mt [an (ME)n + an-1(ME)n-1 + …+ a0] F(t) = Mt )(MEφ F(t) 
  :ز برقرار خواهد بودیر نین مقدار زیو همچن .شود ی) اثبات م110و (

)(
1
Eφ

Mt F(t)= Mt

)(
1
MEφ

F(t)                                                                       )111(  
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G(t)= 
)(

1
MEφ

 F(t)                                                                        م:یرا اگر قرار دهیز  

)(MEφ G(t)= F(t)                                                                                       و بنابر آن 
)(Eφ [MtG(t)]= Mt )(MEφ G(t)= Mt F(t)        ) توان نوشت ی) م110با استفاده از رابطه:  

 
)(

1
Eφ

MtF(t)= MtG(t)= Mt 
)(

1
MEφ

F(t)                                               بین ترتیبد:  

 7-9مثال 
 د. یرا بدست آور yt+2- 4yt+1+ 4yt= 2t یتفاضلجواب خاص معادله 

 yt= 2t (E2 – 4E+4):                                                      میسینو یل مکشن یامعادله فوق را به 

yp=
44

1
2 +− EE

2t=
4)2(42

2
2 +−

t

=
0
2 t

:  ) برابر خواهد بود با109استفاده از (جواب خاص با    

 نی ـم. در این ـکاسـتفاده   يگـر ید از روش دی ـپـس با  .صفر اسـت  يمساو φ)2(سرکمخرج  یول
) 111با استفاده از ( .M=2 , F(t)=1د یقرار ده .مینک ی) استفاده م111) و (110روابط ( زحالت ا

   :توان نوشت یم

yp= 
)(

1
Eφ

 2t = 2t 
)2(

1
Eφ

 (1)= 2t 
4)2(4)2(

1
2 +− EE

(1)= 2t 
484

1
2 +− EE

(1) 

= 2t 
4)1(8)1(4

1
2 +∆+−∆+

(1)= 2t 24
1
∆

(1)= 
4
2 t

1−∆ [ 1−∆ (1)] 

= 
4
2 t

1−∆ [t(1)]= 
4
2 t

 
2

)2(t
= 

8
2)1( ttt −

 

tα ریجملات متغ -9-2-2 t , Sinα  Cos  
tα ي) مساو105در معادله ( f(t)اگر   t , Sinα  Cos توان از روش بحث شده  یباشد م

 توان نوشت:  یرا میبدست آوردن جواب خاص استفاده نمود. ز ي) برا109در قبل از رابطه (

Sin α t= 
i
ee titi

2

αα −−
,     Cos α t=

2

titi ee αα −+
                                           

)112(  

ر یاست. مقادنپر عدد  e= 2.718و  i=−1ه ک
2

tie α

و  
2

tie α−

و  
2

tie α−

از  یهمگ −
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اگر  استفاده قرار داد.توان آنها را همانند روش قبل مورد  یه مکباشند  یم cMtر یل جمله متغکش
f(t)= Sin(αt)  ر استیل زکباشد جواب خاص به ش:  

yp= )(
1
Eφ i2

1
[eiαt-e-iαt]=

)(
1
Eφ i2

1
[(eiα)t-(e-iα)t]=

)(
1
Eφ i2

1
[(eiα)t]-

)(
1
Eφ i2

1
[(e-iα)t] 

= 
)(

1
αφ ie

(
i2

1
) [(eiα)t]- 

)(
1

αφ ie− i2
1

[(e -iα)t]= 
i2

1
{

)()( ee i

ti

i

ti ee
α

α

α

α

φφ
−

−

− }           )113(  

  :ر را نوشتیتوان جواب خاص ز یم f(t)= Cosα t ينطور برایهم

yp= 
2
1

{
)()( ee i

ti

i

ti ee
α

α

α

α

φφ −

−

+ }                                                                            )114(  

 c0tK+ c1tK-1+…+cKر یجملات متغ -9-2-3
 باشد:  tبر حسب  Kال از درجه ینوم یپول یک) 104در معادله ( f(t)اگر  

f(t)= p(t)= c0tK+c1tK-1+…+cK  

 بر خواهد بود با:اجواب خاص بر

yp= 
)(

1
Eφ

p(t) = 
)1(

1
∆+φ

p(k)= (b0+b1∆+…+ bK∆K+…)P(t)                        )115(  

  .صفر است ∆Kط داخل پرانتز سمت راست بعد از سب ΔK+1P(t)= 0ه یکرد از آنجائکد توجه یبا
  8-9مثال 

 د.  ینکدا یرا پ yt= 3t2+ 2 (E2- 6E+ 8) یتفاضلجواب خاص معادله 
  :میل بدست آورکن شی) به ا115جواب خاص را طبق (

yp=
86

1
2 +− EE

(3t2+2)=
8 )6(1 -)1(

1
2 +∆+∆+

(3t2+2)= 243
1

∆+∆−
(3t2+2) 

= )
3
1(

)
3
1

3
4(1

1
2∆−∆−

(3t2+2)=
3
1

[1+ )
3
1

3
4( 2∆−∆ + 22 )

3
1

3
4( ∆−∆ +…](3t2+2) 

=
3
1

[1+ ...
9

13
3
4 2 +∆+∆ ](3t2+2)=

3
1

[3t2+2]+ ∆
9
4

[3t(2)+3t(1)+2]+ 2

27
13

∆ [3t(2)+3t(1)+2] 

= 
3
1

[3t2+2] + 
9
4

(6t(1)+ 3)+ 
27
13

[6]= t2+ t
3
8

+ 
9
44

 

  cMt(c0tK+c1tK-1+…+cK) ریمتغ جملات -9-2-4
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 باشد:  cMtدر  ضرب tبر حسب  Kال از درجه ینوم یپول یک) 104در معادله ( f(t)اگر  
f(t)= cMtp(t)= Mt(c0tK+c1tK-1+…+cK) 

 جواب خاص برابرخواهد بود با:

yp= 
)(

1
Eφ

cMtp(t)= cMt 
)(

1
MEφ

P(t)                                                             )116(  

yp= cMt 
)1((

1
∆+Mφ

p(t)       م:یبر یار مک) ب115ان شده در قبل را از رابطه (یحال روش ب  

 ز برقرار است. ین p(t) يبجا F(t)هر تابع  يجه براین نتیا
  11ن یتمر

 :دینکرا با استفاده از روش اپراتور حل  ریز یتفاضلمعادلات  -1
1-   yt+2- 3yt+1+ 2yt= 4(3)t- 2(5)t                                2-   yt+2+ 4yt+1+ 4yt= t2- 3t + 5 
3-   3yt+2- 8yt+1- 3yt= 3t- 2t+1                      4-   yt+2 - 8yt+1+ 16yt= 3(4)t- 5(-2)t 
5-   2yt+2- 2yt+1+ yt= t3- 4t+ 5t                      6-   yt+2- 4yt+1+ 4yt= t2(2)t 
7-   yt+3 - 3yt+2 + 3yt+1 - yt= 2t+4-3t-1            8-   yt+4- 16yt= 3t+ 2t+ 3t 

 ه:کد ینشان ده -2

1-   
)(

1
Eφ

Cos tθ = Re












)(ei

ite
θ

θ

φ
             2-   

)(
1
Eφ

 Sin tθ  = IM












)(ei

ite
θ

θ

φ
 

Re  وIM  باشد.  یعبارت مختلط م یک یوهومو م یقیحق يها ننده قسمتکمشخص 
 د.ینکرا حل  yt+2+ 4yt+1- 12yt= 5Cos (πt/3) تفاضلمعادله  2با استفاده از مسئله  -3

 f(t)اولاً مقدار  -4
aE −

   :هکد یاً نشان دهید ثانینکن ییرا تع 1

)
2

1
4

1(
2
1

−
−

− EE
 = 

86
1

2 +− EE
 

 yt+2- 6yt+1+ 8yt= t2+ 3t                            د.ینکرا حل  روبرواً معادله یو با استفاده از اولاً و ثان

 ر را حل نمود: یتوان معادله ز یه چگونه با استفاده از روش اپراتور مکد ینشان ده -5
(E-1)2 (E+2) (E-3)yt= t2-3t+5+3t 

 :                                 دینکرا حل  2 yt= 2t-3(E2+1)معادله  -6

 د.  ینکب شماره با روش اپراتور حل یرا بترت 14تا  1 يها شماره 1از مسئله  10ن یتمر -7
  ر پارامترهاییروش تغ -9-3
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به عبارت  .مینک یدا میمل را پکن روش اول تابع مید. در ایری) را مدنظر بگ104( یتفاضلمعادله 
 م: یآور یر را بدست میمعادله همگن ز یگر جواب عمومید

)(Eφ  yt= 0                                                                                                      )118(  
 ر است یل زکد جواب مربوطه به شینکفرض 

yt= c1u1+ c2u2+ …+ cnun                                                                                               )119(  
ن یگزیجا K1 , K2 ,…, Knچون  tاز  یرا با توابع c1, c2 , … , cnدلخواه  يها سپس ثابت

 ه کم یدار یلکافتن آنها به شیبر  یم و سعینک یم
yt= K1u1+K2+ …+ Knun                                                                                   )120(  

 نیاز ا یکیم یشرط دار nاج به یاحت K1 , K2 , …, Kn افتنی يد. برای) را برقرار نما104معادله (
ن شروط یر شود. ااد برقریه باکشرط دلخواه است  8-1مانده یباق) باشد. 104تواند ( یشروط م

ن ید. انین ساده نماکمم دح اترا  ∆..., yt , ∆2ytه عبارات کشوند  یانتخاب م يمعمولاً طور
  :ندیآ یر بدست میق زیمعادلات به طر

u1∆K1+ u2∆K2 +…+ un∆Kn= 0 
(∆u1) ∆K1+ (∆u2) ∆K2+ …+ (∆un) ∆Kn= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
(∆n-2u1) ∆K1+ (∆n-1u2) ∆K2+ …+ (∆n-2un) ∆Kn= 0 
(∆n-1u1) ∆K1+ (∆n-1u2) ∆K2+ …+ (∆n-1un) ∆Kn= f(t) 

ب ین ترتیحل نمود و بد ∆K1 , ∆K2 , …, ∆Kn يتوان برا یدستگاه معادلات فوق را م
K1,K2,…,Kn ینیگزیرا بدست آورد. با جا K1,K2,…,Kn ) یتفاضل) جواب معادله 120در 

) 121دلات (اضرائب دستگاه مع ننایرمتد دیه باکن است یته قابل توجه اکبدست خواهد آمد. ن
 د. ینکر توجه یز يایضاقح مطلب به یتوض يرصفر باشد. برایغ

 )یازوراتک( 18ه یقض
ر ی ـنـان ز یترمدهستند اگر فقط اگـر   یتقل خطسم f1(t)و  f2(t)و .. و  fn(t)مجموعه توابع  

 لف صفر باشد. امخ
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0

)1()1()1(

)1()1(2)1(
)0()0()0(

21

1

21

≠

−−− nfnfnf

fff
fff

n

n

n









                                                   )122(  

 ثابـت  nم یم اگـر بتـوان  ینـام  یم ـ یرا وابسـته خط ـ  f1(t)و  f2(t)و .. و  fn(t)تـابع   nاثبات: مجموعه 
A1,A2,…,An ه:  یکطوربم ینکدا ید را پنآنها صفر نباش یه همگک 

A1f1(t)+ A2f2(t)+ …+ An(t)= 0 
هستند اگر رابطـه فـوق در صـورت     یمستقل خط f1(t)و  f2(t)و .. و  fn(t)گر توابع  یبه عبارت د

A1=A2=…=An=0  برقرار باشد. با گذاشتن مقدارt= 0,…,n-1    ر ی ـدسـتگاه معـادلات همگـن ز
 د: یآ یبدست م

A1f1(0) + A2f2(0)+ …+ Anfn(0)= 0 
A1f1(1) + A2f2(1)+ …+ Anfn(1)= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
A1f1(n-1)+ A2f2(n-1)+ …+ Anfn(n-1)= 0 

فقـط اگـر   و ه اگر کاست  A1=A2=…=An=0جواب  يدارا یفوق وقتهمگن دستگاه معادلات 
 ) برقرار باشد. 122شرط (

 (اصل و انطباق)  19هیقض
باشـند جـواب    )n(از مرتبۀ  )118معادله ( یجواب مستقل خط f1(t)و f2(t)و...و fn(t) اگر 

 گر یجواب است. به عبارت د nن یاز ا یب خطکیتر یک یعموم
yt= c1f1(t)+ c2f2(t)+…+ cnfn(t)                                                                          )123(  

 باشند.   یخاص م يها گر جوابیبعبارت د .هستنداز آن  یگر حالات خاصید يها و تمام جواب
 یازوراتک ـ ين دسـتگاه مسـاو  ی ـنـان ضـرائب ا  یترمد). 121م به دسـتگاه ( یگرد یحال برم 

 u1,u2,…,unه ک ـ یدر صورته ک )شود یه گذشته منندعمده خوا اثبات به(باشد  یدستگاه مزبور م
 باشند مخالف صفر است.  ی) مستقل خط120در معادله (

 9-9مثال 
 د.  ینکرا حل  yt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2 تفاضلمعادله 

 .c12t+c23tبرابر است با ه کم یآور یرا بدست م yt+2 – 5yt+1+ 6yt= 0 مل معادله همگنکتابع م
  yt=K12t+K23t:            ر استیز یجواب عموم يامل داراک یتفاضله معادله کم ینک یفرض م
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 :مینک یمر را حساب یمقدار زن شوند. یید تعیه باکهستند  tاز  یتوابع K2 , K1ه ک
Dyt= K12t+ 2t+1DK1+ (2) 3tK2+ 3t+1K2 

ر ظ ـفـوق در ن  yt یاز آنهـا را جـواب عمـوم    یکی .میلازم دار K2 , K1ردن کدا یپ يدو شرط برا
صـفر بـودن دو جملـه از رابطـه      میه مختار به انتخاب دلخواه آن هسـت کگر را یشرط د .میریگ یم

 2t+1DK1+3t+1DK2= 0                                                 :گریبه عبارت د .میریگ یفوق در نظر م
  Dyt= 2tK1+ 2(3)tK2:                                                               میسینو یرا م yt Dپس مجدداً 

  D2yt= 2tK1+ 2t+1DK1+ 4(3)tK2+ 2(3)t+1DK2:                         گرفتن مجدد از آن تفاضلبا 
 yt= t2(E2- 5E+6)                               :میسینو یل مکن شیصورت مسئله را به ا یتفاضلمعادله 

 yt= t2(D2- 3D+2)                                      :میده یرا قرار م D+1آن  يمقدار مساو E يبه جا
 DK1+ 2(3)t+1DK2= t2 (t+1)2                :میده یمعادله فوق قرار مرا در  D2ytو  Dyt و yt ریمقاد

  :میر بدست آوریمعادله ز وداز را  K2 , K1ر ید مقادیحال با
2t+1 DK1+ 3(t+1) DK2= 0 
2t+1 DK1+ 2(3)(t+1) DK2= t2 

DK1= 
12

2

+
−
t

t
 ,         DK2= 1

2

3 +t

t
:م داشتیبا حل دستگاه فوق خواه                                  

K1= -D-1 ( 1

2

2 +t
t

)              K2= -D-1 ( 1

2

3 +t
t

:برابرخواهند بود با                   (  K2 , K1 ریمقاد   

  1D-ا ی ـ åاسـتفاده از اپراتـور    یکـی  .ق محاسـبه نمـود  یتوان از دو طر یرا م K2و  K1ر یحال مقاد

م. ین ـک ینجا از روش اپراتور استفاده م ـی). در ا111روش اپراتور با استفاده از رابطه ( یکیاست و 
   :میده یر بسط میل زکرا به ش K1مقدار 

K1= -
∆
1 ( 1

2

2 +t
t )= - )

2
(

1
1

1

2

+− t
t

E
= - )

2
()

2
1(

1
1 2t

E
t

−
= - )

2
(

1
2
1

1)
2
1(

2t

E

t

−
 

= - t)
2
1( )(

1
1 2t

E −
= t)

2
1(

∆−1
1 2)(t  

و بسط  t (2)+ t(1)= t(t-1)+t= t2 لیتورکبا توجه به تابع فا
∆−1

   :میسیم بنویتوان یم 1

K1= t)
2
1( (1+D+ D2+…)(t(2)+ t(1))= t)

2
1( ( t(2)+ t(1)+ 2t(1)+ 1+2)= t)

2
1( (t2+2t+3) 

   :میآور یل بدست مکن شیرا به ا K2ن مقدار یهمچن
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K2= 
∆
1

)
)3(

(
1

1)
)3(

( 1

2

1

2

++ −
= tt

t
E

t = )
3

(
1

3
1

1)
3
1()

3
()

3
1(

1
1 22 t

E

t
E

tt

−
=

−
 

= )(
2

1)
3
1()(

3
1)

3
1( 23 tt

E
tt

−∆
=

−
= - )(

)
2

(1

2
1

)
3
1()(

2
1)

3
1( 232 ttt

∆
−

−=
∆−

 

22 ...])
2
1()

2
1(1[

2
1)

3
1( tt +∆+∆+−= = - 2

2
...]

42
1[

)3(2
1 tt +

∆
+

∆
+  

)]2(
4
1)12(

2
1[

)3(2
1 2 +++−= ttt = - ]1[

)3(2
1 2 ++ ttt  

 تفاضـل ل و عمـل  ی ـتورکب از تـابع فا یبه ترت K2 , K1 در t2 يها تفاضلمحاسبه  يد براینکتوجه 
 دلخـواه  مقـدار ثابـت   ود  K2 , K1حال بـه مقـدار    .دادن هر دو راه استفاده شده است ننشا يبرا

c2,c1 ب.  ین ترتیم. به اینک یرا اضافه م 

K1= 1
2

2 )32(
2
1 ctt +++                      K2= - 2

2
2 )1(

)3(2
1 ctt +++  

 م. یده یقرار م yt= K1(2)t+ K2(3)tر را در معادله ین مقادیا

yt= tt cttctt 3])1(
)3(2

1[2)])32(
2
1[ 2

2
31

2
2 +++−++++  

yt= c1(2)t+ c2(3)t+ 
2
5

2
3

2
1 2 ++ tt ا:ی                                                                          

 ن نمود.یه معیر اولیتوان با استفاده از مقاد یرا م c2 , c1ر یمقاد
 12ن یتمر

 د.  ینکر پارامترها حل ییر را با استفاده از روش تغیمعادلات ز -1
1-   yt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2                                             2-   yt+2 – 2yt+1+ yt= 3+ t+ 4t 
3-   4yt+2 – 4yt+1+ yt= 3/2t                                       4-   yt+2 + yt= 1/t 
5-   5yt+2 – 3yt+1 – 2yt = 3t+ (-2)t             6-   yt+2 – yt+1+ yt= 1/t! 

 د.  ینکر پارامترها حل ییرا با روش تغ 9تا  1 يها شماره یکمسئله  10ن یتمر از -2
 د.  ینکر پارامترها حل ییرا با روش تغ 8تا  1 يها شماره یکمسئله  11ن یاز تمر -3
 yt+3 – 6yt+2 + 11yt+1 – 6yt = 5(2)t + t2    د.ینکر پارامترها حل ییر را با روش تغیمعادله ز -4
  اهش مرتبهکروش  -9-4
اهش کتوان با  یم میسیر بنویل زک) را به ش105ا (ی) 104( یتفاضلم معادله یاگر بتوان  
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  :را حل نمود یتفاضلمرتبه معادله 
(E-r1)(E-r2) … (E-rn)yt= f(t)                                                                             )124(  

 :میده یقرار م
zt= (E-r2) … (E-rn)yt                                                                                                                                          )125(  

 :م داشتی) خواه124) در (125ن (یگزیبا جا
(E-r1)zt= f(t)                                                                                                    )126(  

  :میسینو یاول معادله همگن را م .مینک یل عمل مکن شی) به ا126ردن جواب (کدا یپ يبرا
(E-r1)zt= 0                                                                                                        )126(  

  :گریا به عبارت دی
zt+1- r1zt= 0                                                                                                       )127(  

 م داشت.یخواه tمختلف از صفر تا  يهاt يبرا یاپیپ ینیگزیجابا 
z1= r1y0, z2= r1y1,…,zt-1= rzt-2 , zt= rzt-1 

zt= y0 r1                                                              ل خواهد بود.کن شیمل به اکن تابع میبنابرا
t 

zt= c0 r1                                                     :میده یقرار م c0دلخواه ثابت  يرا مساو y0مقدار 
t 

  :م پسینک یف میتعر K(t)چون  tاز  یرا به عنوان تابع دلخواه c0حال 
zt= K(t)r1

t                                                                                                                                                                      )128(  
بدست  ztپس مقدار  .امل برقرار باشدک یتفاضله معادله کم ینکن ییتع يرا طور K(t)د یحال با

K(t+1) r1 :                      میده ی) قرار م127( یتفاضلآمده را در معادله 
t+1 – K(t)r1

t+1 = f(t) 

r1ن را بر یطرف
t+1 ردهکم یتقس:                                               =DK(t) ))(( 1

1
+tr
tf K(t+1)- K(t)= 

))((                                                                               :              بین ترتیبد  1
1
+tr
tfK(t)= D-1  

∑                                                                                           :پس
−

=
+ +

1

1
1

1

)(t

p
p c

r
pf  K(t)=  

  :م داشتیخواه )128در ( ینیگزیبا جا

zt= r1
t t

t
tt

t

p
p cr

r
tfrrc

r
pf

11
1

1
11

1

1
1

1

))(()(
+∆=+ +

−
−

=
+∑                                                   )129(  
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 یک) در 126با ضرب معادله ( يگریق دین جواب را از طریباشد. ا ی) م127ه جواب معادله (ک
  :میسینو یل مکن شی) را به ا126توان بدست آورد. معادله ( یمز ینعامل جمع مناسب 

zt+1 – r1zt= f(t)  

r1دو طرف را بر 
t+1  1                                                       :مینک یم میتقس

11
1

1

1 )(
++

+ =− tt
t

t
t

r
tf

r
z

r
z 

1                                                              :توان نوشت یگر میبه عبارت د
11

)()( +=∆ tt
t

r
tf

r
z 

∑
−

=
++

− +==∆
1

1
1

1
1

1

1

1

)())(()(
t

p
ptt

t c
r

pf
r

tf
r
z

ا:ی                                                                        

r1ن در یطرف ضرببا 
t ) د. یآ ی) مجدداً به دست م129جواب 

ه کم یردکدا ی) پ126معادله ( يرا برا zt) مقدار 124م به حل معادله (یگرد یحال بر م  
امل با ک یتفاضلمعادله  یکدوباره به  .میده ی) قرار م125مقدار را در (ن یباشد. ا ی) م129( ابربر

معادله  یک) 126) و (125همانند ( .باشد یم n-1مرتبه  يه داراکم یر روبرو هستیجملات متغ
ن روش معادله یه امادم. با اینک یرا به روش فوق حل م م و آنینک یف مید را تعریجد یتفاضل

   :م داشتی) خواه125) در (129از ( ztگر با قرار دادن ینمود. به عبارت دتوان حل  ی) را م124(

(E-r2) (E-r3) … (E-rn)yt = r1
t∑

−

=
+ +

1

1
11

1

)(t

p

t
p cr

r
pf

                                                                                )130(  

چون  يدیر جدیمتغ يمجدداً برا .مترکمرتبه  یکبا  ی) است ول124ه به معادله (یمعادله فوق شب
wt مینک یف میتعر:  

Wt= (E-r3) …( E- rn) yt                                                                                    )131(  

(E-r2) wt= r1
t ∑

−

=
+ +

1

1
11

1

)(t

p

t
p cr

r
pf

م داشت:ی) خواه130) در (131( ینیگزیبا جا                                        

 ) حل خواهد شد. 126ناً همانند (یه عک
 10-9مثال 

 د. ینکرا حل  yt+2 – 5yt+1+ 6yt= t2 تفاضلمعادله 
 yt= t2 (E2- 5E+6) :                                             میسینو یم Eمعادله فوق را بر حسب اپراتور 

 yt= t2(E-2)(E-3):                                                         مینک یمه به عوامل یرا تجز سپس آن
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 zt= (E-2)yt:                                                                                                   مینک یفرض م

 zt= t2(E-3):                                                                                        توان نوشت ین میبنابرا

zt ل نوشتکن شی) به ا129توان از رابطه ( یرا م:                       t
t ct )3()

3
( 11

2
=+zt= (3)t D-1  

(مقدار 8-2-1با استفاده از روش بحث شده در قسمت 
3

( 1

2

+t
tD-1 معادله  را محاسبه نموده و در

 (t2+ t+1)                                     حاصل برابر است با:  .مینک ین میگزیفوق جا
2
1

  zt= c13t- 

 (E-2)yt= c13t - 
2
1

(t2+ t+1)                                                                                 :پس 

 م. یسینو یر میل زکرا به ش ytار گرفته و ک) را ب129مجدداً روش فوق از معادله (

yt= 2tD-1 ]
3

)1(
2
13

[ 1

2
1

+

++−

t

t ttc
+ c22t 

tt:    هکتوان بدست آورد  یم 8-2-1با استفاده از قسمت 
t cctty 32

2
5

2
3

2
1

32
2 ++++=  

 13ن یتمر
 د.  ینکاهش مرتبه حل کرا با استفاده از روش  6و 5 و 4 يها شماره 11ن یتمر  
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  ریبا ضرائب متغ یخط یتفاضلمعادلات  -10
 
ه ضرائب آنها اعداد ثابت بودند. در کم یظر گرفتر نرا د یخط یتفاضلتابحال معادلات   

به عبارت  .مل و جواب خاصکبرابر بود با مجموع تابع م ینگونه معادلات جواب عمومیمورد ا
 ه:کم یگر نشان دادید

yt= yc+ yp                                                                                                         )133(  
 tاز  یخود توابع a1,…,an) ضرائب 82نظر همانند معادله (مورد  یخط یتفاضلاگر در معادله 

 م:یگر داشته باشیبه عبارت د ،باشند
yt= a1(t)yt+1+ a2(t)yt+2+…+an(t)yt+n+f(t)                                                           )134(  

حل  يتوان از آن برا ی) صادق خواهد بود و همانند قبل م134معادله ( يناً برای) ع133رابطه (
 رد. که داستفا یمعادلاتن یچن
  ریب متغیمرتبه اول با ضر یخط یتفاضلمعادله  -10-1

  :ر نوشتیل زکتوان به ش یر را میب متغیمرتبه اول با ضر یخط یتفاضلهر معادله  
yt+1 -a(t)yt= f(t)                                                                                                )135(  

  :مینک یر عمل میب زیمل بترتکتابع م خصول يرا بدست آورد. برا توان جواب آن یشه میو هم
yt+1= a(t)yt 
y1= a(0)y0 
y2= a(1) y1= a(0) a(1)y0 
y3= a(2) y2= a(0) a(1) a(2)y0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
yt= a(t-1) yt-1= a(0) a(1) … a(t-1)y0                                                                  )136(  

دو  f(t) یلک) خواهد بود. در حالات 136(معادلۀ ) برابر 135باشد جواب معادله ( f(t)= 0 اگر

 »عامل جمع«) را در 135طرف معادله (
)()...2()1(

1
taaa

 م داشت: یم. خواهینک یضرب م 

)()...2()1(
1

taaa
yt

−
+ - 

)()...2()1(
)(

)1()...2()1( taaa
tf

taaa
yt =

−
 

 توان نوشت: یگر میتفاضل است به عبارت د یکه سمت چپ معادلۀ فوق کواضح است 
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)()...2()1(
)(

)1()...2()1( taaa
tf

taaa
yt =

−
∆  

[                      :م داشتیگر خواهیبه عبارت د
)()...2()1(

)([]
)()...2()1(

[ 1

taaa
tf

taaa
yt −∆= 

ه قبلاً در بخش کد ینما یوسته عمل میدر حالت پ انتگرالا یه یهمانند تابع اول 1D-اپراتور 
سمت راست  .قرار گرفت ثبحمورد اپراتورها به آن اشاره شد و روش بدست آوردن آن 

 باشد.  یدلخواه ثابت معدد  cه کر نوشت یل زکتوان به ش یمعادله فوق را م

∑
−

=

− +=∆
1

1

1

)()...2()1(
)(]

)()...2()1(
)([

t

p
c

paaa
pf

taaa
tf

 

  :م داشتیپس خواه .گرفتن از دو طرف معلوم است Dرابطه فوق با  یدرست

c
taaa

pf
taaa

y t

p

t ∑
−

=

+=
−

1

1
]

)()...2()1(
)([]

)1()...2()1(
[  

  :گریا به عبارت دی

yt= a(1)a(2)…a(t-1) 







∆−

)()...2()1(
)(1

paaa
pf

                                                   )137(  

yt= a(1)a(2)…a(t-1) ∑
−

=

1

1 )()...2()1(
)(t

p paaa
pf

+ c a(1) a(2)…a(t-1)                      )138(  

  1-10 مثال
 باشد).  یل میتورک. (علامت ! فادینک حل y0= 1 هیاول جواب با را !yt- tyt-1= t یتفاضل معادله

  :توان نوشت ی) م137با استفاده از (

yt-1= (1)(2)(3) …(t-1)D-1 ]
))...(3)(2)(1(

![
t

t
= (t-1)! D-1 ]

!
![

t
t

+ c(t-1)!= 

(t-1)! D-1[1]+ c(t-1)! = (t-1)! t+ c(t-1)! = t! + c(t-1)! 
 y0= 1= 1!+ c(0!)= 1+c                                             :میبر یار مکب را y1= 1 هیاول شرط حال
 !yt-1= t                                                   :شود یم .میده یقرار م یرا در جواب عموم c=0پس 

  ریو ضرائب متغ یکش از یبا مرتبه ب یخط یتفاضلمعادلات  -10-2
ن یستند. به ایق قابل حل نیشه بطور دقیر همیا ضرائب متغبمراتب بالاتر  یتفاضلمعادلات   

ها  ن روشیتر ر از معمولیآنان جستجو نمود. چهار روش ز يد برایخاص را با يها علت راه حل



 نظریۀ معادلات تفاضلی 100

 فصله در کاست  یهائ مزبور اساساً همان روش يها باشد. روش ینگونه معادلات میحل ا يبرا
 م. یپرداز یمعمول در قالب چند مثال م يها ح روشینهم مورد استفاده واقع شدند. حال به توض

  از اپراتور  يریتورگکفا -10-2-1
ضرب عوامل و  را به صورت حاصل یتفاضله معادله کن است یبر ا یسعن روش یادر   

 م. ینکل یر تبدیل زکرا به ش یتفاضلم معادله یگر بتوانیبه عبارت د .میسیبنو E اپراتور برحسب
(E-a(t))(E-b(t))… (E-u(t))= f(t)                                                                       )137(  

نظر  توان معادله مورد یاهش مرتبه مکو سپس استفاده روش   a(t) , b(t) ,…, u(t)ردن کدا یبا پ
 را حل نمود. 

 2-10مثال 
 y1=0,y2=1 آن را با شرطد و جواب یسی) بنو137را به صورت (ر یز یتفاضلاولاً معادله   

  yt+2 –(t+2) yt+1+ tyt= t:                                                                                 دیبدست آور 
 yt= t [E2- (t+2) E+ t]                                                  :میسینو یر میل زکمعادله فوق را به ش

b(t)  وa(t) ر باشدیل زکمعادله فوق به شه کم ینک یدا میرا چنان پ        :  [E-a(t)][E-b(t)]yt=t 
م و حاصـل را در  ینک یسمت راست آن ضرب م ytروشه دوم را در کفوق در سمت چپ معادله 

   :مینک یروشه اول ضرب مک
[E-a(t)] [yt+1- b(t)yt] = yt+2 – b(t+1) yt+1- a(t) (yt+1- b(t)yt)  
                                 = yt+2 – [a(t) + b(t+1)] yt+1 + a(t) b(t) yt                                  )138(  

 جه گرفت. یتوان نت یم. مینک یسه میصورت مسئله مقا یتفاضلمقدار فوق را با معادله 
a(t)+b(t+1)= t+2 
a(t)b(t)= t  

 a(t)=t ه کجه گرفت یتوان نت یم. از معادله دوم آن مینک یحل م b(t) , a(t) ين دستگاه را برایا

b(t)=1  ا یوa(t)= 1 , b(t)=t ه مجموعـه دوم  ک توانند جواب باشند. از آنجا یمa(t)=1,b(t)= t 
 :ر نوشته شودیل زکتواند به ش یا مم یتفاضلد معادله ینما یدستگاه فوق را برقرار م

(E-1) (E-t) yt= t    
 zt= (E-t)yt       :میده یقرار م .مینک یاهش مرتبه معادله فوق را حل مکحال با استفاده از روش 

  z2= t (E-1)                                                                     :                    میسیم بنویتوان یپس م
 Dzt= t   :                                                                                                                            ای
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zt= D-1t = D-1t(1)= 
2

)2(t
+ c1= 

2
1

t (t-1)+ c1                                                                                            :پس 

zt= (E-t) yt= 
2
1

t (t-1)+ c1                                                              نوشت توان یم پس:  

yt+1- tyt= 
2
1

t (t-1)+ c1                                                                      : گریا به عبارت دی  

   :توان نوشت ی) م138را همانند ( ) است و جواب آن135ن معادله همانند معادله (یا

yt= (1)(2) (3) … (t-1) D-1 ]
))...(3)(2)(1(

)1(
2
1

[
1

t

ctt +−
= (t-1)! D-1 )

!

)1(
2
1

(
1

t

ctt +−
 

  :توان نوشت یگر میا به عبارت دیو 

∑∑
−

=

−

=

−+−+
−−

=
1

1
2

1

1
1 )!1(

!
1)!1(

!
)1(

2
)!1( t

p

t

p
t tc

p
tc

p
ppty  

 م.یده یرا در معادله فوق قرار م y2= 1و  y1= 0ه یر اولیمقاد
t=1    ==>  y3- 3y2+ y1= 1    ==>  y3= 4 
t=2    ==>  c1+ c2= 1 
t=3    ==>  1+ 3c1+ 2c2= 4 

∑   :و جواب برابر خواهد بود با c2= 0 , c1= 0پس  ∑
−

=

−

=

−+
−−

=
1

1

1

1 !
1)!1(

!
)1(

2
)!1( t

p

t

p
t p

t
p
ppty 

 :ر نوشتیل زکتوان به ش یجواب را م t>3 يبرا

]
)14(

1...
!3

1
!2

11[)!1(]
)!3(

1...
!3

1
!2

111[
2

)!1(
−

++++−+
−

+++++
−

= t
t

tyt  

 3-10مثال 
 د.ینکرا حل  yt+2- (2t+1) yt+1+ t2yt= 0همگن  یتفاضلمعادله 

 yt= 0 (E2- (2t+1) E+ t2) :               میسینو یر میل زکبه ش Eمعادله فوق را بر حسب اپراتور 
 E-b(t)] yt= 0)[E-a(t)]:                                            هک مینک یم دایپ چنان را b(t) , a(t) حال

 a(t)+b(t+1)= 2t+1,      a(t)b(t)= t2                              :میباش داشته دیبا) 138( از استفاده با

a(t)=b(t)=t شود به یل میا تبدم یتفاضلن دستگاه باشد پس معادله یتواند جواب ا یم:  
(E-t)(E-t)yt= 0 

 zt=(E-t)yt                                                                                                      :مینک یفرض م
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 zt= 0    ==>   zt+1-tzt= 0(E-t):                                                                                     پس

  :دیآ ی) بدست م137از ( ztباشد و  ی) م135ن معادله همانند (یا

zt= (1)(2)(3) … (t-1)D-1 ]
))...(3)(2)(1(

0[
t

          ==>    zt= (t-1)!c1 

 !yt= c1(t-1)(E-t)                                                                                      :میحال مجدداً دار

yt= (t-1)! D-1 ]
!

)!1([ 1

t
tc −

:م داشتیو همانند فوق خواه                                                    

yt= (t-1)! D-1 ][ 1

t
c

= c1(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
+ c2(t-1)!             گر جواب برابر است با:یبه عبارت د  

  ر پارامترهاییروش تغ -10-2-2
نجا قابل یا در یبه آن اشاره شد در صورت 9فصل ه در کر پارامترها همانطور ییروش تغ  

توان جواب  یمل سپس مکمجواب با داشتن  م.یمل را داشته باشکه جواب مکاستفاده است 
 را بدست آورد.  یعموم
 4-10مثال 

 د.  ینکرا حل   yt+2 – (2t+1)yt+1+ t2yt= 2t یتفاضلمعادله 
م. به یمل معادله فوق دارکم عاج به تابیر پارامترها احتیین معادله با استفاده از روش تغیحل ا يبرا

 3-10م. در مثـال  ید داشـته باش ـ ی ـن معادله را بایمعادله همگن ا يبرا یگر جواب عمومیعبارت د

∑+ !c2(t+1)                                                    :می ـمل را بدست آورکتابع م
−

=

1

1

1t

p p
yp= c1(t-1)! 

 داشت: میخواه .مینک ین میگزیهستند جا tاز  یه توابعک K2 , K1را با  c2 , c1ر یحال مقاد

                 (*)                                                                    + K2 (t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
yt= K1(t-1)! 

ه ک ـبالاسـت   یتفاضـل از آنهـا معادلـه    یکـی م ی ـلازم دار K2 , K1بدسـت آوردن   يدو معادله برا
   :مینکاول را محاسبه  تفاضلم. یز لازم دارین يگرینوشته شده است. شرط د K2 , K1برحسب 

Dyt=K1D[(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)D[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
] 

      +K2D(t-1)!+(DK2)(t-1)!+(DK2)D(t-1)! 
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=K1D[(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK1)[(1+ D)[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
)]+K2D(t-1)!+(DK2)[(1+D)(t-1)!] 

  :هکم ینک ینگونه فرض میا معادله دوم را ایشرط 

(DK1) [(1+D) {(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
)}]+ (DK2) [(1+D) (t-1)!]= 0                                  (**) 

Dyt= K1D [(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] + K2D (t-1)!                                      برابـر خواهـد بـود بـا: Δyt 

 پس
 م.  ینک یرا حساب م Δ2ytن رابطه یاز ا

D2yt = (DK1) D[(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] +K1D2 [(t-1)! ∑

−

=

1

1

1t

p p
] + (DK1) D2 [(t-1)! ∑

−

=

1

1

1t

p p
] 

+ (DK2) D(t-1)! + K2D2(t-1)! + (DK2) D2 (t-1)!     ==> 

D2yt=(DK1)[D(1+D)(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

p p
]+(DK2){D(1+D)(t-1)!}+K1D2[(t-1)!∑

−

=

1

1

1t

p p
] + 

K2D2 (t-1)! 
 yt= 2t (E2- (2t+1) E+t2)                                 :میسینو یر میل زکرا به ش یتفاضلحال معادل 

[D2+ (1-2t) D+ t2- 2t] yt= 2t               م:                                  ینک ین میگزیرا جا  E=1+Δ 

D2yt+ (1-2t) Dyt+ (t2- 2t) yt= 2t                                                                              ا:ی  
Dyt , Dyt , ytر یمقاد

ردن ضـرائب جمـلات   کپس از ساده  .مینک ین میگزیه فوق جارابطرا در  2
K2 , K1 جه برابر است با: یشوند نت یصفر م 

(DK1) [D(1+D)(t-1)! ∑
−

=

1

1

1t

p p
] + (DK2) [D(1+D)(t-1)!] = 2t                                  (**) 

گـر پـس از سـاده    یبه عبـارت د  .مینک یحل م K2 , DK1D يبرا یقبلن معادله را همراه با شرط یا
 :میدار )**(ردن دو رابطه مشخص شده با ک

(DK1) [Dt!∑
=

t

p p1

1
] + DK2 [Dt!] = 2t                  ,             (DK1) [∑

=

t

p p1

1
] + DK2 = 0 

DK1= 
!

2
t

t

       ,             DK2= - ∑
=

t

p

t

pt 1

1
!

2
ا:یو                                                               

 برابر خواهند بود با: K1 , K2 ب ین ترتیبد
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K1=  Δ-1 )
!

2(
t

t

= ∑
−

=

+
1

1
1!

2t

p

p
d

p
,                K2= Δ-1 ∑ ∑ ∑

=

−

= =

+−=
− t

p

t

s

s

p

st

d
pspt 1

1

1 1
2

1
!

2)1
!
2(  

 م.  یده ی) قرار م*را در ( K2 , K1ر یمقاد

yt= (t-1)! [∑
−

=

+
1

1
1!

2t

p

p

d
p

] ∑
−

=

1

1

1t

p p
-(t-1)![∑ ∑

−

= =

−
1

1 1
2

1
!

2t

s

s

p

s

d
ps

]  

مسـئله مـا    یه جواب عمـوم کر خواهد شد یبرابر ز ytها مقدار  سیر اندییجملات و تغ یبا جابجائ

)1!(                                                 :باشد یم
!

21)!1( 2

1

1

1

1

1

−+







+−= ∑ ∑

−

=

−

=

td
s

d
ps

ty
t

s

s

p

p

t 

 ها يحل سر  راه -10-2-3
م و از آن در جهت ینک یر فرض میل زیتورکفا يل سرکجواب به ش یکن حالت یدر ا  

  :مینمائ ینظر استفاده م مورد یتفاضلمعادله  حل

yt= ∑
∞

−∞=p

p
ptc )(      ,      cp= 0       اگر   p<0                                                        )139(  

 د. ینکر توجه یتر شدن موضوع به مثال ز روشن يبرا
 5-10مثال 

 د. یرا حل نمائ yt+2– (3t+2) yt+1 + 2(t-1) yt= 0(t+1) یتفاضلمعادله 
 D2yt- KDyt- 2yt= 0(t+1)                                :میسینو یل مکشن یارا به  فوق یتفاضلمعادله 

  :  مینک یرا فرض م نیاجواب مانند  یکحال 

∑
∞

−∞=

=
p

p
pt tcy )(                                                                                                    (*) 

مرتبـه اول و دوم را   يهـا  تفاضـل حال از عبارت فوق  .باشد یم cp= 0است  p<0 یه در آن وقتک

∑                          :میآور یبدست م
+∞

−∞=

−−=∆
p

p
pt tcppy )2()1(     ,    ∑

+∞

−∞=

−=∆
p

p
pt tpcy )1( 

   :میده ینوشته شده است قرار م Dه با اپراتور ک یتفاضلمعادله  را در 2yt , Dyt , ytDر یمقاد

∑ ∑∑∑ =−−−+− −−− 02)1()1( )()1()2()2( p
p

p
p

p
p

p
p tcttpctcppttcpp  

م یتـوان  یل میتورکف تابع فایباشد. با استفاده از تعر یم =p=-∞ , p+∞ان مه åود علائم حده ک
  tt(M)= t(M+1) + Mt(M)                                            :                               میسیر را بنویعبارت ز
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 :نوشتتوان  یل شده فوق میتبد یتفاضلن رابطه را در معادله یا

∑ ∑∑∑ =−−+−−+−+− −−−− 02])1([)1(])2([)1( )()1()()2()2()1( p
p

pp
p

p
p

pp
p tctptpctcpptptcpp

   :هکنیتور گرفته و با توجه به اکفا åدر رابطه فوق از 

∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=
+

− +++=−
p p

p
p

p
p tcpptcpp )(

2
2)2(2 )1)(2()1(  

   :مینک یر مرتب میل زکبه ش t(p)رابطه بالا را بر حسب 

∑ =+−++ + 0])2()1)(2[( )(
2

2 p
pp tcpcpp  

 صفر باشد.  يه ضرائب آن مساویلکد یباپس باشد  یاتحاد م یکن رابطه یه ایکاز آنجائ
(p+2)(p+1)2 cp+2- (p+2)cp= 0        ==>       (p+2)[(p+1)2 cp+2- cp]= 0 

p+2¹سـت و  یقابل قبول ن p=-2باشد پس جواب  یم cp=0است  p<0 یم وقتیردکچون فرض  0 
  2 cp+2 – cp= 0(p+1)                                   :  صفر باشد يد مساویر باین عبارت زیبنابرا .است
 م:  یده ین عبارت قرار میرا در ا ...,p= 0,1,2,3ر یمقاد

(1)2c2-c0= 0 ,    (2)2c3-c1= 0 ,    (3)2 c4- c2= 0 ,    42c5- c3= 0 ,    … 

c2= 2
0

)1(
c

,    c3= 2
1

)2(
c

,    c4= 2
2

)3(
c

= 22
0

3.1
c

,    c5= 2
3

)4(
c

= 22
1

4.2
c

,    … پس:            

   :میده ی) مشخص شده است قرار م*ه با (ک yt يعبارات فوق را در جواب فرض شده برا

yt= c0 [1+ 2

)2(

1
t

+ 222

)6(

22

4

5.3.13.1
tt

+ + …] + [t(1) + 222

)5(

22

)3(

6.4.24.2
tt

+ + …] 

 .استه جواب مسئله ک
  استفاده از تابع مولد -10-2-4

را به  یتفاضله معادله کمناسب است  یل گاهکمش یتفاضلل حل معادلات یتسه يبرا  
ن یدر ا .تواند انجام شود ی) م74له تابع مولد (یل بوسین تبدیم. اینکل یتبدل یفرانسیمعادله د یک

 يمندان برا م. علاقهیوارد نشو لیفرانسیه به مباحث معادلات کن است یما بر ا یتاب سعک
 لیفرانسیدمعادلات به  یتفاضلل معادلات یاستفاده از تابع مولد در تبد یمشاهده چگونگ

 ند. یمراجعه نما Bender, Orszag) 1978توانند به ( یم
 14ن یتمر

 د.  ینکر را حل یز یتفاضلمعادلات  -1
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1-   yt+1 – tyt= t   y1= 0     2-   tyt+1+ 2yt= 1 
3-   yt+1+ tyt= t(2)                            4-   yt+1+ 4tyt= t!                                       y1= 1 
5-   tyt+1- yt= 2t  y1= 0     6-   yt+2–(t+1)yt+1+tyt=t                  y1= 0, y2= 1 
7-   yt+2–(2t+1)yt+1+t2yt=0              8-   (t+3)yt+2–3(t+2)yt+1+(2t+1)     yt= 0 

9-   (t-1) yt+2 – 2tyt+1 + 
4
3 (t+1) yt= 0 

zt¹اگر  -2 ن ی ـه اک ـد ی ـباشد. اولاً نشـان ده  yt+2+atyt+1+ btyt= 0  یتفاضلجواب معادله  یک 0
 ینیگزیمرتبـه اول بـا جـا    یخط ـ یتفاضـل معادله  یکتواند به  یمرتبه دوم م یخط یتفاضلمعادله 
yt=ztut ه ک ـد یاً نشان دهیشود. ثان لیتبدyt=ztut   یتفاضـل معادلـه yt+2+atyt+1+ btyt= f(t) ز ی ـرا ن

 ند.  کتواند حل  یم
   :دینکر را حل یمعادلات ز 2با استفاده از مسئله -3
 tyt+2 + (1-t)yt+1 – 2yt= 0   -1                           جواب است)              یک yt=t: ی(راهنمائ 

2-   tyt+2 + (1-t) yt+1- 2yt= 1    
 د.  یر پارامترها مورد بحث قراردهییرا با روش تغ 2ارتباط روش مسئله  -4
  .مقدار ثابت است d ،دینکرا حل  at+2yt+2–(dat+1+bt+1)yt+1+dbtyt= 0 یتفاضلمعادله  -5
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  یرخطیغ یتفاضلمعادلات  -11
 
ا جملات یگرچه ضرائب  ندبود یخطه کم یردک یسربررا  یعادلات تفاضلتابحال م  
 یتابعزمان  یکدر  ریمتغ ه مقدارکم یریگ یرا در نظر م یحال معادلات .هم داشتند یرخطیغ
از  یمثال روش حل بعض ر چندکگر باشد. ابتدا با ذید يها در زمان ریمتغ از مقدار آن یرخطیغ
  م:یده یر نشان میل زکنگونه معادلات را به شیا یلکبطور .مینمائ یم ینگونه معادلات را بررسیا

yt= f(yt+1 , yt+2 , … yt+n)                                                                                    )140(  
  یرخطیغ یتفاضلحل معادلات  -11-1

 یرا در حالات مختلف بررس یخط یتفاضلحل معادلات  يها در فصول قبل روش  
حل ه کنباشد. مسلم است  یما خط یتفاضله معادله کم یریگ یرا در نظر م یطیم. حال شراینمود

 یشه و بسادگیافتن فرم بسته جواب همیباشد و  یم یتر از معادلات خط لکنگونه معادلات مشیا
ن ینمود. در ا یرا بررس یخاص يها همسائل خاص را ید بررسیست و اغلب بایقابل حصول ن

 . مینک یتفا  مکتوانند مورد استفاده واقع شوند ا یه اغلب مکبه چند روش  فصل
  ها لیاستفاده از تبد -11-1-1

 یتفاضللات دامعاز  یتوان بعض یم یاضیر يها لین روش با استفاده از تبدیدر ا  
 د. رکرا حل  نمود و سپس آن یخط یتفاضلل به معادله یرا تبد یرخطیغ

 1-11مثال 
yt+1= y2 یتفاضلمعادله 

t د. یرا حل نمائ 
 Lnyt+1 = 2 Lnyt                                      م: یریگ یتم میاز دو طرف معادله فوق لگار  
باشـد. جـواب آن برابـر     یم  Lnytمرتبه اول همگن برحسب یخط یتفاضلمعادله  یکن معادله یا

 Lnyt= 2t Lny0                                                                                                         :است با

t                                                                                                                   : پس

t yy 2
0= 

 2-11مثال 
ttt یتفاضلمعادله  yyy 1

2
2 ++  د.  ینکرا حل  =

 Lnyt+2–2Lnyt+1+Lnyt=0: میبر یسمت چپ م هم و جملات را بیریگ یتم میاز دو طرف لگار
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 یه براحت ـک ـباشـد   یم ـ Lnytهمگن از مرتبـه دوم برحسـب    یخط یتفاضلمعادله  یکن معادله یا
 یتفاضـل ه در بخـش معـادلات   ک ـگـر همـانطور   یعبارت درا بدست آورد. به  توان جواب آن یم

 م. یگذار یر را در معادله میز یشیجواب آزما :مینک یهمگن گفته شد عمل م
lnyt=rt ,        lnyt+1=rt+1 ,       lnyt+2 = rt+2 

  :میآور یرا بدست م آن یکستیترکرکال ینوم یم و پولینک ین میگزیجا یخط یتفاضلدر معادله 
rt (r2- 2r+1)=0 

 .می ـلازم دار يگـر ید یپس جواب مسـتقل خط ـ هستند.  r'=r"=1ها مضاعف بوده و برابر با  شهیر
 lnyt= b1t +ct1t     ==>  lnyt= b+ ct          :توان نوشت ی) م67از معادله ( 6و 5 يایاطبق قض

 yt= eb+ct                                                پس جواب برابر خواهد بود با:  .دلخواه هستند c,bه ک
 ینیگزیروش جا -11-1-2

م و سپس ینک یف مید تعریر جدیمتغ یکاز  یرا برحسب تابع ytر ین روش ابتدا متغیدر ا  
 ل نمود. یمعادله قابل حل تبد یکرا به  ن نموده تا بتوان آنیگزیجا یتفاضلرا در معادله  آن

 3-11مثال 
 د. ینکرا حل  yt+1 = 2yt (1-yt) تفاضلمعادله 

  :هکم ینک یحل معادله فوق فرض م يبرا

yt= 
2

1 tx−                                                                                                             (*) 

yt+1 = 
2

1 1+− tx  پس:                                                                                                    

 xt+1=x2t         با:  استم. حاصل برابر ینمائ ین میگزیمسئله جا تر فوق را در معادله صوریمقاد

t                                                         م پس: یردکحل  1-11ن معادله را در مثال یا

t xx 2
0= 

 x0= 1-2y0:                                                              مینک ی) محاسبه م*معادله ( را از x0مقدار 

t                                                                       :د بود باهبرابر خوا  xtپس  
t yx 2

0 )21( −= 

]1)21([                                         م: ینک ین میگزی) جا*( را در xt مقدار
2
1 2

0
t

t yy −−= 

 باشد.  ینظر م ه جواب معادله موردک
 4-11مثال 

 د.  ینکرا حل   yt+1yt – f(t)(yt+1- yt) +1= 0 یتفاضلمعادله 
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 yt= tg(xt)                            :                                         مینک یف میحل معادله فوق تعر يبرا
 tg xt+1 tg xt – f(t) (tg xt+1 - tg xt) +1= 0                          م:ینک ین میگزیدر معادله فوق جا

1)(:                                                                           گریبه عبارت د ای

1

1 tf
tgxtgx

tgxtgx

tt

tt =
−

+

+

+ 

 :با استفاده از فرمول
tgbtga
tgbtgabatg
.1

)(
+

−
      :میسیم بنویتوان یم −=

)(
)(

1
1

tf
xxtg tt

=
−+

   ==>   tg(xt+1– xt)= 
)(

1
tf

 

xt+1–xt= arc tg
)(

1
tf

= arc cotg f(t)                                                         ن:    یو همچن  

  :نیده است. بنابراآم) 129ه جواب آن در (ک) است 126ن معادله همانند (یا

xt= ∑
−

=

1

1

t

p
arc cotg f(p)+c 

yt= tg[∑
−

=

1

1

t

p
arc cotg f(p)+c]         نظر برابر است با: مورد یتفاضلب جواب معادله ین ترتیبد  

  یاستفاده از روابط تابع -11-1-3
نموده و  یرابطه تابع یکه به یرا شب یرخطیغ یتفاضلمعادله  یکتوان  یاوقات م یگاه  

را حل  یتفاضلمزبور معادله  یتابع ۀرابط زآن و استفاده ا يرهایردن متغکن یگزیسپس با جا
 د. ینکر توجه یز يها ن روش به مثالیح ایتوض ينمود. برا

 5-11مثال 
yt+1= 4yt یتفاضلمعادله 

3 – 3yt  را با شرط|y0|≤1  د.  ینکحل 
 Cos 3A= 4Cos3A- 3Cos A                          :دارد روبروبه فرمول  يادین معادله شباهت زیا

 yt= Cos θt:                                                                                              مینک یحال فرض م

 yt+1= Cos θt+1:                                                                               توان نوشت ین میو همچن

   :میسیم بنویتوان یصورت مسئله م یتفاضلرابطه فوق در معادله  سه با استفاده از
Cos θt+1 = 4Cos3θt – 3Cosθt= Cos (3θt) 

 Cos θt+1 = Cos (3θt):                                                          شـود بـه   یل میپس معادله ما تبد
 θt+1= 3θt                                                                        م:یریگ یم arcن رابطه یاز دو طرف ا
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 θt= θ0(3)t                                ر حل نمود: یل زکتوان به ش یم یرا به راحت یتفاضلن معادله یا
 θ0= arc Cos y0:                                                                                   برابر است با θ0مقدار 

 yt= Cos [3t arc Cos y0]                               قرار خواهد بود:ن یاما از  یتفاضلجواب معادله 
 6-11مثال 

yt+1= 2y2 یتفاضلمعادله 
t – 1  دینکرا حل. 

  :ر قرار  دادیه به معادلات زیتوان شب یفوق را ممعادله 
Cos 2A= 2Cos2A-1 
Cosh 2A= 2Cosh2A-1 

ار ک ـفـوق ب  یتفاضلحل معادله  يباشد رابطه دوم را برا y0|≥1|باشد رابطه اول و اگر  y0|≤1|اگر 
   :مینکم فرض یتوان یهر دو حالت م يپس برا م بست.یخواه

yt= Cos qt       اگر        |y0|≤1 

yt= Cosh qt     اگر         |y0|≥1 

 ین نموده و با استفاده از روابـط مثلثـات  یگزیجا یتفاضلر فوق را در معادله یدر هر دو حالت مقاد
 م.  ینک یل میر تبدیل زکفوق آنها را به ش

Cos qt+1 = 2Cos2qt -1 = Cos 2qt 
Cosh qt+1= 2 Cosh2qt-1 = Cosh 2qt 

 qt+1= 2qt:                                              میسیم بنویتوان یدو حالت فوق م يگر برایبه عبارت د

 qt= 2tq0:                                                                                                                        پس

  :برابر است با 0q مقدار 
q0= arc Cos y0                    اگر       |y0|≤1 

q0= arc Cosh y0                اگر        |y0|≥1 

  :در دو حالت مختلف برابر خواهد بود با یتفاضلبه هر حال جواب معادله 
yt= Cos [2t arc Cos y0]            اگر        |y0|≤1 

yt= Cosh [2t arc Cosh y0]        اگر        |y0|≥1 

 مرتبه اول یرخطیغ یتفاضللات دتعادل در معا يایثبات پو -11-2
 یبررس يست برایشه قابل حصول نیهم یرخطیغ یتفاضللات دافتن جواب معایچون   
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 یرخطیما غ یتفاضله معادله ک یخاص را استفاده نمود. در حالت يها د روشیآنها با یروند زمان
ه ک ینمود. در حالت یرا بررس آن یتوان روند زمان یم يو از مرتبه اول باشد از روش نمودار

توسل  يجبر يها د به راهیو با ستین روش نیان استفاده از اکباشد ام یکش از یب تفاضلمرتبه 
نجا از یشود و در ا یه میمطالعه توص يبرا Bender , Orszag) 1978تاب (کن باب یجست در ا

  :میده یر نشان میل زکبه ش یلکرا بطور یمرتبه اول خط یتفاضلرد. معادله کم ینخواه یآن بحث
yt+1= f(yt)                                                                                                         )141(  

 fبرد و تابع  یم yt+1را به  ytف آن مقدار یه در حوزه تعرکباشد  یم ytتابع از  یکانگر یب fه ک
 ست. یاز زمان ن یتابع
 ty یروند زمان یکیان گرافیب -11-2-1

گراف  یکتوان با استفاده از  یمرتبه اول م یرخطیغ یتفاضلرا در معادله  yt یروند زمان  
را  yt , yt+1 يرهایب متغیبه ترت یو افق يمحور عمود 1-11ر ینمود. در تصو یساده بررس
ه ید جواب اولینکاند. فرض  م شدهی) هر دو ترس141مربع اول و تابع (مساز یند. نینما یمشخص م

 يه عمودکب ین ترتیخواهد بود بد y0Aبرابر  y1مقدار  y1= f(y0)است. چون  y0) 141معادله (
 يب بر روین ترتیبد y1ند. مقدار کقطع  Aرا در نقطه  f(yt) یم تا منحنینک یاخراج م y0از 

م. ینک یدا میپ یمحور افق يمساز بر رویرا توسط ن y1ن مقدار یشود. ا یمشخص م يمحور عمود
 بدست خواهد آمد.  يمحور عمود يبر رو y2مقدار  C تا نقطه  y1عمود از  یکمجدداً با اخراج 

yt+1

yt

y1 y2 y3 yey0

ye

y1

y2

y3

y4

B

A

C

D
F

Q

 
 1-11ر یتصو
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را  yt یه روند زمانکد یآ یت مسبد ...ABCDEFسته کن عمل خط شیرار اکب با تین ترتیبد
ر یشود. تصو یتر م یکو نزد یک) نزدQر به سمت تعادل (نقطه ین تصویدهد و در ا ینشان م

)  phase line( »خط فاز«به عنوان  f(yt)) و نمودار phase diagram( »اگرام فازید«به نام  11-1
 شوند. یده مینام
  تعادل يایثبات پو -11-2-2

 .تواند داشته باشد یمتفاوت م ینوع روند زمانهار چمرتبه اول  یتفاضلمعادله  یلکبطور 
 بدون نوسان رایم ین چهار نوع روند زمانیدارد. ا fب تابع یبه ش یبستگ yt یروند زمان یچگونگ

 یکح هر یباشند. حال به توض یرا با نوسان میرمیو غ را با نوسانیم و را بدون نوسانیرمیغ و
 م. یپرداز یم

ن حالت یمساز باشد ایب خط نیمتر از شکمثبت و  f(yt)ب تابع یاگر ش: را بدون نوسانیالف: م
  :گریافتد. به عبارت د یاتفاق م

0<
t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy )(1 =+ <1                                                                                      )142(  

ن حالت در یند. اکمساز ربع اول را از بالا قطع یه خط فاز نکاست  ین معنی) بد142نامعادله (
بودن  یکتر از کوچکاز  یناش ین روند زمانیرا بودن ایم .نشان داده شده است 1-11ر یتصو

به   yt+1رات ییت تغبنس یعنیباشد.  یم ...<AB>CD>EFگر ی) است. به عبارت د142مشتق در (
yt یاست. بدون نوسان بودن روند زمان یکمتر از ک yt 142ه مشتق (کن است یاز ا یناش (

نظر به  مورد یچگاه روند زمانیپس ه .مثبت است yt به yt+1رات ییتغ یعنی .بزرگتر از صفر است
و بزرگ  کوچک ytرات ییتغ راتییگر تغینخواهد رفت. به عبارت د Qآن طرف نقطه تعادل 

قرار دارد. اگر  yeتعادل در سمت چپ مقدار  y0ه ینقطه مقدار اول 1-11ر یتصو نخواهند شد. در
y0  در سمت راستye رد.      کجاد نخواهد یا یهم باشد تفاوت 

ب یش از شیب خط فاز بیه شکافتد  یاتفاق م ین حالت در زمانیا: را بدون نوسانیرمیب: غ
  :بین ترتیدبمساز ربع اول باشد. ین

1
)(1 >=+

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                                        )143(  

باشد.  یان مینما 2-11ر ین حالت در تصویند. اک ین قطع میمساز را از پائین f(yt)ن حالت یدر ا
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 .است تثبا یب ytم و یشو یدور م Qو همواره از نقطه تعادل  ...>BC<DEداست یه پکهمانطور 

yt+1

yt

ye y0

45°

Q

C

D

E

f(yt)

B

A

 
 2-11ر یتصو

 را یبا نوسان مج: 
  :گریباشد به عبارت د یم -1ش از یو ب یب خط فاز منفین حالت شیدر ا

0)(1 1 <=<− +

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                              )144(  

چرخد و  یم yeبوت را دارد و به دور نقطه تعادل کل تار عنکش yt یزمانن حالت روند یدر ا
 . )3-11ر یتصو(باشد.  یبا ثبات و با نوسان م ین روند زمانیشود. ا یتر میکهمواره به آن نزد

yt+1

f(yt)

Q

A

ye y0

B

C
D

E
F

45° yt

 
 3-11ر یتصو
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 را با نوسان یرمید: غ
  :باشد یم یک یمنفمتر از کب خط فاز ین حالت شیدر ا

1
)(1 <=+

t

t

t

t

dy
ydf

dy
dy

                                                                                        )145(  

چرخد و  یم yeهمواره به دور نقطه تعادل  یان است. روند زمانینما 4-11ر ین حالت در تصویا
 شود.  یاز آن دورتر م

f(yt)

Q

A

yt+1

ye y0

B

C D

EF

45°

G

H

I

J

K

yt

 
 4-11ر یتصو

مثلاً خط  .دینمانمساز را قطع یه خط فار نکتوان در نظر گرفت  یز میرا ن يگرید حالات  
ادتر خواهد شد. معادلات یو ز دایزن حد وبد ytن حالت یا درمساز واقع شود ین يفاز بالا

 ز داشتهیر شده را نکاز حالات ذ یمختلف يها بکیتوانند تر یمرتبه اول م یرخطیغ یتفاضل
ر شده نشان داده کن نمودار چهار حالت ذید. در اینکتوجه  5-11مثال به نمودار  يباشند. برا

د انتخاب نمود اجتناب یبا f(yt)ر چندگانه یرا در مقاد yt+1مقدار دتم که کنیاند. البته ا شده
) 1958ن موضوع به (یا دربحث  يبرا .)'Bا به ید رفت یبا Cبه  Bمثال از نقطه  يم (برایا ردهک

Baumol  .مراجعه شود 
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f(yt)
A

yt+1

ye
y0

B

D

E F

45°

H

IJ

C
G

L
K B’

yt
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  یدر روند زمان يحد يها لیکس -11-2-3
توان با خطوط فاز بسته  یبا دامنه نوسان ثابت را م يها لیکه سکم یا ردهکقبلاً اشاره   

از خط  يگرینمود. نوع دجاد یا یا چندوجهیل و کقلب ش ،یضیب، لکره شیدا لاکهمانند اش
بطور مثال  .رایرمیرا باشد و نه غیه نه مکند کجاد یا یهائ لیکتواند س یه مکفاز وجود دارد 

 یکش از یمساز بین یکب مقدار قدرمطلق خط فاز نزدیه شکد یریرا در نظر بگ 6-11ر یتصو
 y0ه یشرط اول یک ین حالتیدر چن .باشد یکمتر از کته آن با قدر مطلق  و ب سریباشد و ش یم
جاد یرا ای) با نوسان م144از نوع (ج) ( یرد روند زمانیگ یت خط فاز قرار مخه در قسمت تک

ه در ک y'0ه یشرط اول یک یش داده شده است. ولینما ...ABCDEFGه با کرد کخواهد 
جاد یرا ایرمی) با نوسان غ145از نوع (د) ( یرد روند زمانیگ یب خط فاز قرار میقسمت پرش

 نشان داده شده است.  ...'A'B'CD'E'F'G ه باکرد کخواهد 
و یکی غیرمیرا با نوسان نهایتاً هر دو به سمت با نوسان یکی میرا  یروند زماندو ن یا  

با  6-11ر یباشد و در تصو یي با ثبات میل خواهند کرد که مرز بین دو سیکل مزبور مدسیکل ح
LL'L"L"'  ه مانند ینقطه شروع اول یکنشان داده شده است. حال اگرy0"  م روند ینکرا انتخاب

ن حالت یرا. در ایرمیرا خواهد بود و نه غیدور خواهد زد و نه م يل حدیکدر طول س یزمان
ن تعادل باثبات یا .میت بخوانکحرمتباثبات با تعادل  یوند زمانر یکم یتوان یرا م يحدل یکس

 م شد. یخواه یکم مجدداً  به سمت آن نزدیدور شو يل حدیکن سیه از ارا هرگایاست ز
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f(yt)

A

yt+1

y0

B

C D

E
F

45°

G
L’”

I

yt

y’0 y”0

L’
L

L”

A’

B’

D’E’ I’

G’
H’

 
 6-11ر یتصو

 ز همانندیثبات را ن یب يل حدیکتوان س یباثبات بود. م یک 6-11ر یتصو يل حدیکس  
از و دورتر م همچنان دورتر یه اگر از آن جدا شوکاست  يل طوریکن سیم نمود. ایفوق ترس
و مساز تخت ین یکو نزد یب آن منفیشه ک يرا با خط فاز يل حدیکن سیم شد. ایآن خواه

 است. ان یمان 7-11ر ین حالت در تصویا .توان نشان داد یباشد م یب میدر سروته آن پرش

f(yt)
A

yt+1

y0

B

C
D

E

F

45°

G

L’”

yt

y’0 y”0

L’
L

L”

A’
B’

D’

I’

C’
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 یاستفاده از خط فاز خط توان با یم 6-11ر یرا همانند تصو يگریبا ثبات د يل حدیکس  
تاب         یک يدحآمده است به نام حلقه  8-11ر یه در تصوکن حالت یا .م نمودیسسته ترکش یول
)one kink limit cycleل کبا ش یمنحن یکتواند  ین مین خط فاز همچنیا .شود ی) خوانده م

را و یرمیغ یداخل يها لیکند و سک یبسته عمل م يحد لیکل همانند سیکن سیمتشابه باشد. ا
تاب  یک يحده حلقه کآنها  كه هر دو به سمت مرز مشترکرا دارد یم یخارج يها لیکس
ند. ک یجاد میرا ا كتعادل باثبات متحر یکمجدداً  يحدن حلقه یرد. اکل خواهند یباشد م یم
طرف آن  یکه کلد بنب باشیم شکد یه هر دو سر خط فاز لزوماً نباکدهد  یر نشان مین تصویا

 است.  یافکباثبات  يحدحلقه  جادیا يبرا

f(yt)

A

yt+1

y0

B

C D

E
F

45°

L’”

yt

y’0y”0

L’
L

L”

A’B’

D’

I’

C’

E’F’

G’ H’
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باشند.  یسوم موچندگانه م يها ه به حلقهکنمود  یتوان بررس یمز ینرا  يگرید يها حالت  
متر و کن بار یب آن چندیه قدرمطلق شکباشد  یر میو متغ یب منفیط فاز با شخحالت  نیادر 

 يها شود و تعادل یجاد میثبات ا یباثبات و ب يدح يها ن حالت حلقهیدر ا .شود یم 1شتر از یب
 يها ن حلقهیم داشت. ایه خواهیاول در رابطه با انتخاب مقدار كثبات متحر یچندگانه باثبات و ب

م خط فاز اول یشو یممساز دور یاز خط ن یباشند. وقت یز و تودرتو مکمر هم یهمگ يحد
اگر اول تخت و بعد  سکعرد. و بلکجاد خواهد یباثبات ا يحدب و بعد تخت شود حلقه یپرش
 ان است. ینما 9-11ر ین حالت در تصویجاد خواهد شد. ایثبات ا یب يحدب باشد حلقه یپرش
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f(yt)

yt+1

45° yt

y’0 y”0y0 Y”’0

 
 9-11ر یتصو

ا یدر باثبات  یه نقش مهمیاولشرط مقدار  یخطریغ یتفاضل تب در معادلاین ترتیبد  
ه کبود  یحالت يبرا یفوق همگ يحالات بحث شده در نمودارها .بودن تعادل داردثبات  یب

ب یش يه خط فاز داراک یزمان يتوان برا یز میرا ن یمشابه يها بحث .باشد یب خط فاز منفیش
نجا از یه در اکنمود  یند بررسک یمساز را قطع میبار خط نیکش از یبن یباشد و همچن یمثبت م

م ینک یجلب م 11-11و  10-11ر یشود و فقط نظر خواننده را به تصاو یم ير آن خوددارکذ
 اند.  را هر دو نشان داده شدهیرمیرا و غیم یه در آن دو نوع روند زمانک

f(yt)

yt+1

45° yt

y’0y”0
y0

 
 10-11ر یتصو
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شرط با  یباشد ول یمرا یو بعد مرا یرمیاول غ y0ه یبا شرط اول یر روند زمانین تصویدر ا  
قرار  y0ه در سمت چپ یز اگر شرط اولین 11-11ر یدر تصو .باشد یرا میهمچنان م "y0ه یاول
 yt یواقع شود روند زمان "y0را و باثبات است و چنانچه در نقطه یم یروند زمان 'y0رد چون یگ
  م.ینمائ یصرفنظر مه کنمود  یتوان بررس یز میرا ن يگریاد دیز يها ثبات است. مثال یبو را یرمیغ

f(yt)

yt+1

45° yt

y’0 y”0
y0

 
 11-11ر یتصو

ن یل احافتن میان کرد امکد اضافه یبا يحد يها ه در رابطه با حلقهک يگریته دکن  
گوشه متقابل  وه دکشود  یل مکیتش یهائ ن حلقه توسط مربعیگر ایباشد. به عبارت د یها م حلقه

توان  یم 9-11ر یدر تصو s,u يها ب دو نقطه با طولین ترتیخط فاز قرار دارند. بد يآن بر رو
م بدست یتوان یرا با استفاده از خط فاز م u,sر یدهند. مقاد یل مکیها را تش ن حلقهیه اکافت ی

 "L دهند. در نقطه یبه ما م s,uدو معادله با دو مجهول  L",L گوشه مخالفدو م. مختصات یآور
 yt+1=u ,          yt= s:                                                                                                   میدار

 توان نوشت: یپس م yt+1= f(yt)م یچون دار
u= f(s)                                                                                                             )146 (  

 yt+1= s  , yt= u:                                                                           میدار Lب در ین ترتیبه هم

  :جهیو در نت
s= f(u)                                                                                                              )147(  
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ه قرده و مختصات دو گوشه حلکحل  s,u يتوان همزمان برا ی) را م147) و (146در معاله (
 دا نمود. یرا پ يحد

  7-11مثال 
yHآن با  يه قسمت بالاکد یریرا در نظر بگ یتاب یکخط فاز  

t+1= 6-2yt   ن آن بـا یو قسـمت پـائ

ty
4
1

 yL
t+1= 2ه خط فـاز در نقطـه  یکتن دو یا .مشخص شده باشدyL

t+1= yH
t+1     .متقـاطع هسـتند

 .  دینکرا محاسبه  يمطلوب است مختصات محل حلقه حد
م. مختصات نقطـه را  ینک یرسم م 12-11ر یشتر معادلات  فوق را در تصویح بیتوض يبرا  

 م.یآور یقسمت خط فاز بدست م وبا قطع د

yt+1

6

45°

L’”

L’
L

L”
4

10/7

16/7 4
1

1

 
 12-11ر یتصو

 گر:یبه عبارت د

2-
4
1

yt= 6-2yt   ==>   yt= 
7

16
   ==>    yt+1= 

7
10

 

ن خط یه پائیکت ين نقطه واقع خواهد شد بر رویدر سمت راست ا Lه نقطه ک یائجاز آن  

u:                   میسیم بنویتوان ی) م147ن بر اساس (یقرار خواهد گرفت. بنابرا زفا
4
1

s=f(u)=2- 

 u=f(s)=6-2s:      توان نوشت یخط فاز قرار دارد م يه بالایکه در تک 'Lنقطه  ين برایو همچن 
 L"=(1,4) و  L=(4,1)گوشـه حلقـه برابرنـد بـا      وو مختصـات نقـاط د   s=1, u=4ب ی ـن ترتیبـد 

 . واقعندL'"= (4,4) و  L'= (1,1) مساز و در نقاط ین يگر بر رویمختصات دو گوشه د



 121  ثبات پویاي تعادل

 

  ابندهیف یتخف يها لیکس -11-2-4
را یباشد ز یتاب م یکخط فاز  يرا برا یمثال خوب Hicks (1950) يادوار تجار يالگو  
به  یز درآمد ملیکه يرد. در الگویگ یز) را بخود میت يها ل تاب (گوشهکبودن آن ش یرخطیغ

درآمد در  از یبت ثابتنسرا  tدر زمان  Ctمصرف  يشود. و یم میتقس يگذار هیمصرف و سرما
  :ردیگ ینظر مدر مقدار ثابت  یکبعلاوه  yt+1دوره قبل 

Ct= ayt-1+b                                                                                                       )148(  
 kنه ینسبت به یکد ینکمتفاوت است. فرض  يادوار تجار یدر ط يگذار هیرابطه سرما  
ه به ک یزمانب در ین ترتیبد .وجود دارد یا درآمد ملید یو تول Kt یه ملیسرما ين موجودیب

م داشت. یه خواهیسرما يم مازاد موجودیت هستکدر حر ياقتصاد يها تیود فعالکسمت ر
 يموجودو  انجام نخواهد شد كاستهلا ینیگزیجا يابر يگذار هیو سرما دیجد يگذار هیسرما

  :توان نشان داد یر میل زکت را به شین وضعیا .ش خواهند بودهاکانبارها روبه 
It= -w           يبرا         Kt-1> kyt-1                                                                         )149(  

   خواهد بود. tدر زمان  يگذار هیسرما بربرا Itباشد و  یثابت مثبت م یک wه ک
 يگذار هیسرماش درآمد یم با افزایه نداریسرما يه مازاد موجودیکگر زمانیاز طرف د  

 سببن امر یافت. ایش خواهد یه در آن مقدار مطلوب درآمد افزایسرما يحفظ موجود يبرا
  :ش داده شده استیل نمایه در ذکاصل شتاب خواهد شد 

It= Kt- Kt-1= k(yt- yt-1)        يبرا    Kt-1 ≤ kyt-1                                                    )150(  
 م. ینک یم میتقس يگذار هیسرماو به دو قسمت مصرف را درآمد گفته شد ه کهمانطور 

yt= It+Ct                                                                                                            )151(  
  :توان نوشت ی) م151) در (149) و (148( ینیگزیم با جایه داشته باشیه مازاد سرمایکزمان

yt= ayt-1+ b-w         يبرا          Kt-1> kyt-1 

ش ینما 'RRبا خط فاز  13-11ر یه در تصوکمرتبه اول است  یتفاضلمعادله  یکمعادله فوق 
 یکمتر از کمصرف است به  ینهائل یبرابر تما aن خط فاز یب ایداده شده است. چون ش

م درآمد با یه نداریمازاد سرما یگر وقتیند. از طرف دکمساز را از بالا قطع ید خط نیباشد و با یم
  :توان نوشت ی) م151) و (150) و (148ه از (کشود بل یرابطه فوق مشخص نم
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yt= ayt-1+ k(yt- yt-1) +b 
  :گریا به عبارت دی

yt= 
k
ka

−
−

1
yt-1+ 

k
b
−1

                                                                                      )153(  

  :نیپس بنابرا. k>1>a>0: هکم یانتظار دار -يه بر اساس مشاهدات اقتصادک

0
1

,1
11

<
−

>
−
−

=
−
−

k
b

k
ak

k
ka

  

 م. یده ینشان م 'UUرا خط فاز  13-11ر ی) در تصو153ب معادله (ین ترتیبد

yt

yt-1

I

yey0

ye

U
b/(1-k)

b-w
S

B
A

GH

F

C

M

P
R

U’
45°

D

E

J

U’

R’
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اقتصاد  یانگر بازدهیبو  yeثر مقدار درآمد که حداکم یریگ یرا در نظر م یتیدوحال محد
در حول و حوش  yt یه روند زمانکدهد  ین شرط اجازه نمیباشد. ا یامل منابع مکدر اشتغال 

پس  .قرار داشته باشد OyeFyeد درون مربع یبا ytن حالت یت برود. در اینها یبه ب 'UUخط فاز 
 yt≤yt                                                                                                   م:یگر داریبه عبارت د
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ه یسرما يتقاضا هشدواقع استفاده مورد ) 153از معادله ( 'UU خط فاز يدر زمان رونق اقتصاد
تاً ینها .خواهد بود ABCD یش خواهد بود. روند زمانیروبه افزا یابد و درآمد ملی یش میافزا

ابد و یش یتواند افزا ین نقطه درآمد نمید. در ایرس میامل خواهکبه درآمد اشتغال  Eدر نقطه 
). 150ابد (ی یش نمیل ثابت شدن درآمد افزایبدل يگذار هیرا سرمایابد زیاهش کد مجدداً یبا

و ) 149(و  )148ابد. از (ی یاهش مک) به صفر 151در درآمد ( يگذار هیمؤلفه سرمان یبنابرا
 yt+1= aye+ b-w :                                                    میسینو یدوره بعد م يدرآمد را برا) 151(

امل کدر اشتغال  yeمتر از درآمد که کنشان داده شده است  Gن دوره در نقطه یدرآمد در ا
) درآمد 152و بر طبق ( Kt>kytبه وجود خواهد آمد   هیاهش درآمد مازاد سرماکباشد. با  یم

ن یدر ا یرد. روند زمانکخواهد  'RRاهش در حول و حوش کاهش درآمد شروع به کشروع به 
 ینیپائ ین نقطه به تعادل درآمد ملیخواهد بود. ا Pو به سمت نقطه تعادل  ...HIJدوران برابر 

اهش ک یدر هر دوره زمان wبا مقدار  Ktه یسرما ين دوران موجودیدر ا .ز معروف استیکه
اهش کده بود یامل رسکه به مقدار اشتغال که یابد تا سرمای یاهش مکابد. درآمد آنقدر ی یم
 sافتد و  یاتفاق م e یدوره بعد از دوره زمان sن عمل یافته و به اندازه مناسب برسد. و ای

 Ke- ws ≤kye+s:                                                                هکاست  یحین عدد صحیترکوچک

ر یود تا نقطه زکبرود دوران ر ybل داز حد تعاتر  نیپائتواند  یه سطح درآمد نمک یاز آنجائ
 Ke- ws= kyb :                                                                       تواند داشته باشد یشتر ادامه نمیب

                                                                                   :گریا به عبارت دی
w

kyks be −= 

) 150له (یبوس يگذار هینخواهد بود. سرماش از حد مطلوب آن یه بیسرما ين زمان موجودیدر ا
ش خواهد نمود چون یش خواهد گذاشت و در اثر آن درآمد شروع به افزایمجدداً روبه افزا

ابد و دوران رونق در ی یش میافزا Mطه قشود. درآمد به ن یحذف م یمنف يگذار هیمؤلفه سرما
 شود.  یجاد میا يگرید يل تجاریکب سین ترتیشروع خواهد شد و بد 'UUطول خط فاز 

جاد شد. یاچطور با دامنه نوسان ثابت  يحلقو یروند زمان یکه کم یدیفوق د يدر الگو  
اول خواهد  يره منطبق بر دوران تجاریدوم و غ يه دوران تجارکن بود یفرض ما ا  شیدر اصل پ

 یدهد. از طرفر ییرا تغ ین روند زمانیه اکوجود ندارد  يگرید يزا چگونه دخالت برونیبود و ه
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 Oدورتر از مبدأ  yeجتاً نقطه یافته و نتیش ید اقتصاد در طول زمان افزایت تولیه ظرفکم یدان یم
   ما با دامنه نوسان ثابت نخواهد بود. يحلقو یز روند زمانین حالت نیقرار خواهد گرفت. در ا

زم روند یانکم در یر ناگهانییا تغیمشابه و  يه توسط الگوهاک یخطریغ يها ن حلقهیچن  
 Relaxationابنده (یف یتخف يها لیک) س'RRبه  'UUاز  رییتغشوند (مثلاً  یمشخص م یزمان

Cyclesشوند. ی) خوانده م 
 15ن یتمر

 د.  ینکر را حل یز یتفاضلمعادلات 

1-   yt+ yt+1= ytyt+1    (
t

t y
v 1
=    :دیقرار ده یراهنمائ(

2-   yt+ yt+1= 2yt+1         د) ینکرا انتخاب c و   )1(
t

t vcy =   :دیقرار ده ی(راهنمائ 

3-   ytyt+1yt+2= yt+yt+1+ yt+2  (yt=tg(ut) : دیقرار ده ی(راهنمائ   

4-   ytyt+1yt+2=k( yt+yt+1+ yt+2)              عدد ثابت است یک  k 

5-   y3
t+1= 3yt ,      y0= 1  د). یریتم بگیارگ: لی(راهنمائ  

6-   yt+2= yt yt+1   
7-   yt+1= 2y2

t -1 
8-   yt

2= 1/yt-1 yt+1 
9-   y2

t+1
 - 5yt+1yt + 6y t

2= 0 
10-  yt+1= ty+2            y0= 0 
11-  yt yt+1= 1= 2t (yt+1- yt) 

 ردنک ـن یگزیرا با جـا  yt+1 yt + Atyt+ Btyt+1= Ct یتفاضلتوان معادله  یه مکد ینشان ده   -12

t
t

t
t A

v
vy −=  بالا).  2د به مسئله ینکل نمود. (نگاه یتبد یمعادله خط یکبه  1+

ردن کــن یگزیبــا جــارا ر یــباشــند معادلــه ز یتباثــر یمقــاد a1 , a2 , a3د اگــر یــنشــان ده  -13
yt=b1b2…bt-1ut ل نمود. یمعادله با ضرائب ثابت تبد یکتوان به  یم 

yt+3 + a1btyt+2 + a2btbt-1yt+1 + a3btbt-1bt-2 yt = f(t) 

 یتفاضلمعادله    -14
t

t yB
Ay
+

را با قرار دادن  1+=
t

t
t u

uyB  د.  ینکحل +=+1

معادله   -15
1+t

a
ytyt+1=  د.  ینکرا حل 
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  همزمان یخط یتفاضلدستگاه معادلات  -12
 
 ند.بود یاضیرابطه ر یکانگر یب یه به تنهائکم یردکرا ملاحظه  یتفاضلتابحال معادلات   

ن بخش یگر هدف ایم. به عبارت دینمائ یم یبررسرا همزمان  یتفاضلعادلات م فصل نیدر ا
در  يادیها و مسائل ز  هیباشد. نظر یم یخط یتفاضلحل دستگاه معادلات  ینشان دادن چگونگ

مثال  يبرا .نندک یهمزمان استفاده م یتفاضله از دستگاه معادلات کاقتصاد وجود دارند 
ا ی) Tintner (1942)د به ینکشوند (نگاه  یار برده مکب يح ادوار تجاریه در توضک یالگوهائ

) )Chipman (1951) Goodwin (1949) Turvey (1953)د به ینکنده (نگاه یفزا بهم يها لیتحل
 , Leontief (1953)( Dorfman, Samuelsonد به ینک(نگاه  یکنامیده دنستا -داده يا الگوهای

Solow (1957)همزمان  یتفاضلمعادلات از دستگاه  يادصاقت يها لیر تحلیر آنها در سای) و نظ
دستگاه ز از ین یکینامید يها ستمیس يروشهانند. ک یاد شده استفاده میموارد  یبررس يبرا

 ند. ینما یاستفاده م همزمان یمعادلات تفاضل
      یخط یتفاضلدستگاه معادلات  یلکل کش -12-1

 یمکها  سیترماو  Eبدون استفاده از اپراتور  یتفاضلدستگاه معادلات  یلک کان شیب  
آنرا با استفاده از اپراتورها  یلکل کم شینک یم یر سعیا بعد از اشاره به مثال زلذباشد  یم میحج

 .اند ر نشان داده شدهیدر دستگاه معادلات ز y2 ,y1ر برحسب یز یتفاضلمعادله  ود م.ینکان یب
 باشند.  یو دو م یکر شماره یستند و معرف متغیانگر زمان نیرها بیدر متغ 2و  1اول  يها سیاند

5y1,t+6 – 3y1,t+5 +7y1,t+1-2y2,t+6 + 55y2,t+3 + 17= 0 
7y1,t+6 + 2y1,t+4 + 5y2,t= 0 

 ر نوشت: یل زکتوان به ش یم Eمعادلات فوق را با استفاده از اپراتور 
(5E6 – 3E5+ 7E) y1,t + (-2E6+ 55E3) y2,t + 17 = 0 
(7E6+ 2E4) y1,t + (5)y2,t = 0 

م با یتوان یرا م یخط یتفاضلد هر معادله یر گردکه در فصول قبل ذکهمانطور  یلکبطور 
توان با استفاده از  یرا م nمرتبه  یتفاضلمعادله  یکه کم یگفت م وینکان یب Eاستفاده از اپرتور 

  :دینکگر  فرض یان نمود. به عبارت دیب Eال از ینوم یپول یک
P(E)= a0En + a1En-1 +...+an-1E+ an                                                                       )154(  

 ر نوشت: یل زکتوان به ش یرا م nمرتبه  یخط یتفاضل) هر معادله 154با استفاده از (
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P(E) yt+ K= 0                                                                                                  )155(  

توان  یمجهول م mمعادله و  mرا با  یخط یتفاضل ت) دستگاه معادلا155) و (154با استفاده از (
  :ف نمودیر تعریل زکبه ش

p11(E) y1t + p12(E) y2t + …+ p1m(E) ymt + k1= 0 
p21(E) y1t + p22(E) y2t + …+ p2m(E) ymt + k2= 0 
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                             )155(  
pm1(E) y1t + pm2(E) y2t + …+ pmm(E) ymt + km= 0 

توان  ی) را م155دستگاه معادلات ( باشند. یم Eاز  یهائ الینوم یهمه پول  pij(m) i,j=1,...,mه ک 
 :ر نوشتیل زکها به ش سیبا استفاده از ماتر
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 :ر نوشتیل زکتوان به ش ی) را م156گر (یا به عبارت دی
P(E) yt + K= 0                                                                                                 )157(  

 باشند.  یم m×1 بعادبه ا یبردارهائ K , yt , 0و  m×mس یماتر  P(E)ه   ک
  ل به دستگاه معادلات مرتبه اولیتبد -12-1-1

با  يها تر از دستگاه ساده یلیخمرتبه اول  یتفاضل تدستگاه معادلاو حل ل یه و تحلیتجز  
 ها سیماتر جبرد یم دیخواه يبعد يها ه در قسمتکباشد. مخصوصاً همانطور  یمراتب بالاتر م

جبر در   یمناسب يایها خواهد شد و قضا نگونه دستگاهین مورد باعث سهولت حل ایز در این
ن یبنابرا .دباشن یاول صادق ممرتبه  یتفاضله در مورد دستگاه معادلات کم یها دار سیماتر

ه به کم ینکل یتبد یکبا مرتبه  یهائ با مرتبه بالاتر را به دستگاه يها ه دستگاهکمناسب است 
 یک هب یخط یتفاضلل هر دستگاه معادلات یتبد .رسد یاب دستگاه مرتبه بالاتر موهمان ج

توان با استفاده از  یرا م است و آنر یانپذکشه امیبا مرتبه اول هم یخط یتفاضلدستگاه معادلات 
را به عنوان  يدیجد یر مصنوعیه متغکل است کن شیل بدیجاد نمود. روش تبدید ایروابط جد
 هن روش بیح ایتوض يم. براینک یف میر موجود در معادلات در زمان بعد تعریمقدار متغ

 :دینکر توجه یز يها مثال
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 1-12مثال 
 yt+2 – 4yt+1 + 3yt= 0:                                دینکل یدستگاه مرتبه اول تبد یکر را به یمعادله ز

 xt= yt+1 :                                                      مینک یف میر تعریل زکشرا به  xt یر مصنوعیمتغ

 xt+1 = 4xt – 3yt:          م داشتیخواه :مینک ین میگزین رابطه را در معادله صورت مسئله جایا

  : ل شده برابر خواهد بود بایدستگاه معادلات تبد
xt+1 = 4xt - 3yt 
xt- yt+1 = 0 

 2-12مثال 
   :دینکل یمرتبه اول تبد یتفاضلدستگاه معادلات  یکر را به یز یتفاضلدستگاه معادلات  

yt+3 – 2yt+2 + 3yt+1 + yt – 3xt= 5 
yt+2 – 4yt+1 + 7yt + xt+1= 1 

 م.  ینک یف میر را تعریز یر مصنوعیدو متغ
zt= wt+1 
wt= yt+1 

 م داشت:  یم. خواهینک ین میگزیصورت مسئله جا یتفاضلر فوق را در معادله یمقاد
zt+1 = 2zt – 3wt – yt + 3xt + 5 
xt+1 = -zt + 4wt – 7yt +1 

 ل به چهار معادله و چهار مجهول خواهد شد: یدستگاه معادلات ما تبد
zt- wt+1 = 0 
wt- yt+1 = 0 
zt+1 – 2zt + 3wt + yt – 3xt – 5= 0 
xt+1 + zt – 4wt + 7yt – 1 = 0 

  یخط یتفاضلحل دستگاه معادلات  -12-2
 يبرا یمعادله تفاضل یکمانند ه یرا براحت یخط یتفاضلدستگاه معادلات  يددع حل

ه و یر شروط اولیمقاد ینیگزیبا جا يجواب عددو  توان بدست آورد یدلخواه م یدوره زمان
 م. یپرداز یم یعمومحل . حال به روش شود یمحاسبه م یسادگب عدب یزمان يها محاسبه دوره

  میروش مستق -12-2-1
م یار بردکمعادلات ب کدر حل ت یشیافتن جواب آزمای يه براک یروش آزمون و خطائ  

 ،ولهمج m معادله و m در حالت .باشد یقابل استفاده م یز براحتیمعادلات همزمان ندر دستگاه 
مل دستگاه کتابع م m ردنکدایپ يرا برا یشیآزما يها توان جواب یم کیهمانند معادلات ت
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  :ار بردکمعادلات همگن ب
y1t = p1xt , y2t = p2xt , .. , ymt = pmxt                                                                   )158(  

دستگاه ه کم ینک یمدا یچنان پ xر را با مقدار یمقادن یار ثابت هستند. یمقاد pm ,…, p2 , p1ه ک
ر یمقاد کید همانند معادلات تیم دیه خواهکند. همانطور یمانمعادلات همگن شده ما را برقرار 

ثابت  یکها در  ن جوابیند. با ضرب اینما یه معادلات ما را برقرار مکوجود دارند  xاز  يادیز
دستگاه معادلات همگن بدست  يبرا یموجواب عم یکساده  يات جبریدلخواه و عمل

را بدست  ینهائه جواب یط اولیشرا يخاص و اصلاح برا يها ردن جوابکم. با اضافه یآور یم
 باشد.     یوضوح روشن مبه معادله  یکو  mت م در حالایروش مستقشباهت م آورد. یخواه
 3-12مثال 

   :دینکحل  y1,0 = 19 , y2,0 = 5ه یط اولیر را با شرایز یتفاضلمعادلات 
y1,t+1 – 6y1,t + 8y2,t = -9 
y1,t –y2,t+1 = 0 

   :میده یل مکیدستگاه معادلات همگن را تش 
y1,t+1 – 6y1,t + 3y2,t = 0 
y1t – y2,t+1 = 0 

 y1t=p1x2, y2t=p2xt:         میریگ یل در نظر مکشن یاا به ر یشی) جواب آزما158ده از (ابا استف 

   :مینک یم میتقس xtن آنها را بر یرده و طرفکن یگزیجاهمگن  یتفاضلروابط فوق را در معادلات 
p1x – 6p1 + 8p2 = 0 
p1 – p2x = 0 

ن دسـتگاه را  ی ـباشـد. ا  یم ـ p2و   p1و  xمعادله و سه مجهول  ول از دکن دستگاه معادلات متشیا 
   :م داشتیخواه p1م معادله هر یم. با تقسینک یحل م p=p2/p1و نسبت   x يبرا

x-6 + 8p= 0 
1- px= 0 

 x2 – 6x + 8= 0:                          شود یم میده یمعادله اول قرار م از معادله دوم را در pمقدار 

دستگاه معادلات همزمان مسئله مورد نظر خوانـده   یکستیترکرکال به عنوان معادله ینوم یپولن یا
 .خواهـد بـود   ½و  ¼ برابر با pر یجتاً مقادیاست. نت x2 = 2 , x1 = 4شه یدو ر يه داراکشود  یم

 وحـال د  اسـت.  p1=1م ین ـک یرض م ـف ـ یراحت ـ يم و برایگرد یبرم یشیآزما يها حال به جواب
   :میدار یکستیترکرکشه معادله یجفت جواب در ارتباط با دو ر

y1t
* = 4t y2t

* = ¼(4)t 



 129  ثبات پویاي تعادل

 

y1t
**= 2t y2t

** = ½(2)t 
ر بدسـت آورد. هماننـد   ی ـل زکتـوان بـه ش ـ   یساده شده همگن را م ـدستگاه  يبرا یجواب عموم

ز جـواب اسـت.   ی ـضرب شـوند ن  یدام در عدد ثابتکه هرکمعادله مجموع دو جواب  کحالت ت
 م:یسینو یدستگاه همگن م یپس بعنوان جواب عموم

y1t = v1y1t
* + v2y1t

**= v14t + v22t  
y2t = v1y2t

* + v2y2t
**=  ¼v14t+ ½v22t  

. مین ـکافه ض ـد جواب خاص را بـه جـواب دسـتگاه همگـن ا    یرهمگن بایغحل دستگاه  يحال برا
 y1t = z1 , y2t = z2:                          مینک یباشند. فرض م یهائ ثابت  z2 , z1ر ید مقادینکفرض 

   :مینک ین میگزیرهمگن صورت مسئله جایعبارات فوق را در دستگاه غ
z1 – 6z1 + 8z2 = -9 
z1 – z2 = 0          ==> z1= z2 = -3 

  :مل بدست خواهد آمدکتابع مبه  z2 , z1ر یردن مقادکبا اضافه  یجواب عموم
y1t = v1(4)t + v22t -3 
y2t = ¼ v14t + ½ v22t -3 

صـفر   يرا مسـاو  tه در معادلات فوق یط اولیشرا ياصلاح شده برا یردن جواب نهائکدا یپ يبرا
  :با استم. حاصل برابر ینک ین میگزیه را در معادلات فوق جایط اولیر شرایقرار داده و مقاد

v1 + v2 -3 = 19 
¼ v1 + ½ v2 – 3= 5 ==> v1= 12 , v2 = 10 

  :برابر خواهد بود با یجواب نهائ
y1t = 3(4)t+1 + 5(2)t+1 – 3 
y2t = 3(4)t + 5(2)t – 3 

 4-12مثال 
 د.  ینکحل  z1= 0 , y1= 2ه یط اولیر را با شرایز یتفاضلدستگاه معادلات 

yt+1 + zt – 3yt = t 
3yt + zt+1 – 5zt = (4)t 

   :میسینو یر میل زکبه ش Eدستگاه معادلات فوق را با استفاده از اپراتور 
(E-3) yt + zt = t 
3yt + (E-5) zt = 4t                                                                                                   (*) 

   :مینک ی) ضرب مE-5معادله اول را در (
(E-5) (E-3) yt + (E-5) zt = (E-5)t 
3yt + (E-5) zt = 4t 
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 yt = 1- 4t – 4t (E2 – 8E+ 12):                     م داشتیم. خواهینک یسر مکدو معادله را از هم 

   :مینک یه قبلاً گفته شد حل مک یبا روشهائ ار یتفاضلن معادله یا

yt = c1(2)t + c2(6)t + 
4
1

(4)t – (
5
4

)t - 
25
19

 

  :میآور یرا بدست م ztم و یگذار ی) م*معادله اول دستگاه ( را در ytمقدار 

zt = c1(2)t – 3c2(6)t - 
4
1

(4)t – (
5
3

)t - 
25
34

 

t=0  را در دو معادله فوق قرار داده وz1= 0 , y1= 2 مینک ین میگزیرا جا:   

2c1 + 6c2 = 
25
64

 

2c1 – 18c2 = 
25
74

              ==>  c1 = 
100
133

, c2 = -
60
1

 

 برابر خواهد بود با  یپس جواب نهائ

yt = 
100
133

 2t - 
60
1

6t + 4t-1 - 
5
4

t - 
25
19

 

zt = 
100
133

 2t - 
20
1

6t – 4t-1 - 
5
3

t - 
25
34

 

 5-12مثال 
 د.  ینکر را حل یز یتفاضلدستگاه معادلات 

xt+1 + 6xt + 9yt = 4 
yt+1 – xt = 0 

ن یردن جواب خاص بدکدایپ يبرا .مینکدا یمل و خاص را پکد توابع مین دستگاه بایحل ا يبرا
   :مینک یش میرا در دستگاه فوق آزما yt=d , xt=c یشیه در جواب آزماکم ینک یل عمل مکش

7c + 9d = 4  
-c + d= 0                ==> c= d = ¼ 

x2=K1t , yt=K2tاز نـوع   یش ـید جـواب آزما ی ـخـورد با  یسـت م ـ کن جـواب ش ی ـچنانچه ا
و در  

 .می ـآور یمل را بدست م ـک. تابع ممیائاستفاده نم tشتر یب يها تواناز  مجدد آنهاست کصورت ش
   م:ینک ین میگزیرا در معادله همگن شده صورت مسئله جا yt=nbt , xt=mbt یشیجواب آزما

(b+6) m + 9n = 0 
-m + bn = 0 
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 n,m يه بـرا ک ـم ینک یانتخاب م يرا طور bاست پس  m=n=0دستگاه فوق  يجواب برا یک
 باشد. صفرد یضرائب دستگاه فوق با ننایترمدگر یم. به عبارت دیرصفر داشته باشیغ يها جواب

 
b

b
1

96
−
+

= b2 + 6b + 9= 0 ==>  b'= b"= -3 

 يهـا  شـه یر "b',bباشـد و   یم ـا م ـ یتفاضـل  تدستگاه معـادلا  یکستیترکرکمعادله حاصل معادله 
شـود.   یم m=-3nاز معادلات فوق  یکیدر  b'=b"=-3 ینیگزیباشند. با جا یآن م یکستیترکرک

  :برابر خواهد بود با xtم یقرار ده c1مقدار دلخواه  يرا مساو nاگر 
xt = -3c1 (-3)t ,     yt = c2 (-3)t 

   :توان نوشت یر میل زکمل را به شکتوابع م ،یکستیترکرک يها شهین ردبا توجه به مضاعف بو
xc = -3c1 (-3)t – 3c2t(-3)t 
yc = c1(-3)t + c2t(-3)t 

مـل و جـواب   کبرابر مجموع توابـع م  یجواب عموم .باشد یثابت دلخواه م یکز ین c2ه مقدار ک
    :خاص خواهد بود

xt = -3c1(-3)t -3c2t(-3)t + ¼ 
yc = c1(-3)t + c2t(-3)t + ¼ 

  ها سیاستفاده از ماتر -12-2-2
توان  یها م سیماتر برج هم درمه یاز چند قض یخط یتفاضلحل دستگاه معادلات  يبرا 

 م. ینک یها را مرور م سیته از جبر ماترکچند ن يادآوری ياستفاده نمود. برا
 ننایترمدم ینکرا حذف  امjو ستون ام iف یرد n×nبه ابعاد  A=[aij]س یاگر در ماتر  

 م:یدارم ینور بنامیرا م |Aij|گر اگر یبعبارت د .مینام یم Aس ینور ماتریرا م لس حاصیماتر
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 :میسینو یر میل زکنور به شیرا با استفاده از م cijتور کفاوک
Cij= (-1)i+j |Aij|                                                                                                  )160(  
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 :میسینو یتور مکوفاکس یر با استفاده از ترانسپوز ماتریل زکآنرا به ش Adjointا یس یالحاق ماتر
Adj A= [cij]T                                                                                                         )161(  

  :هکتوان نشان داد  یم
A(adj) = (adj A)A= |A|I                                                                                   )162(  

  :برابر خواهد بود با Aوس  که معکف فوق واضح است یبا استفاده از تعر

A-1= 
|| A
Aadj

                                                                                                     )163(  

 باشد دستگاه معادلات مزبور همگن خواهد شد. K=0د اگر ینک) توجه 157حال به معادله (
  :مینک یف میتعر

P*(E)= adj P(E) ,    yt = xt P*(x)                                                                      )164(  
  :مینک یم یسی) را بازنو157حال معادله (

P(E) xt P*(x)= 0                                                                                  )165              (  

 :دیرینظر بگ ر را دریه زیقض
 20 هیقض

  :م داشتیخواهباشد  Eاز  nال از مرتبه ینوم یپول یک P(E)باشند و  یهر عدد دلخواه x, kاگر 
P(E) kxt P(x)                                                                                                    )166(  

  :رایز 
P(E)kxt = (a0En+a1En-1+…+an-1E+an)kxt = ka0xt+n+ka1xt+n-1+…+kan-1xt+1+kanxt 
             = kxt(a0xn+a1xn-1

 +…+an-1x+an) = kxt P(x) 
 :ر نوشتیل زکوان به شت ی) را م165(پس عبارت 

P(E)xtP*(x)= xtP(x)P*(x)= 0                                                                            )167(  
  :)162و با استفاده از (

P(E)xtP*(x) = xt I |P(x)|= 0                                                                              )168(  
  :جه گرفتیتوان نت یپس م

|P(x)|= 0                                                                                                           )169(  
 ت شده است:ر ثابیه زیگر قضیبه عبارت د
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 21ه یقض
ــر  ــک xjاگ ــه ازیر ی ــه  ش ــانیترمدمعادل ــد و  )169( ین piباش

*(x) ــک ــتون از  ی ــد                      P*(x)س باش
yt=xj

tpi
*(xj)  ر است:  یهمگن ز یتفاضلجواب دستگاه معادله  یک 

P(E)yt= 0                                                                                                         )170(  
  22 هیقض

 دام از آنها مضاعف نباشند  کچی) باشند و ه169( ینانیترمدمعادله  يها شهیر x1,…,xnاگر 

yt = ∑
=

w

j 1
vj xj

t pi
*(xj)                                                                                       )171(  

 باشد.  یثابت دلخواه م vjه ک) خواهد بود 170( یتفاضلجواب دستگاه معادلات  یک
*yمقدار ثابت باشد و  یک aرا اگر یز  

t ) می) باشد دار170جواب:  
P(E)(y*

t+ y**
t)= P(E) y*

t + P(E) yt
**= 0+ 0= 0 

 يهـا  را ثابـت ی ـ) اسـت ز 170همگن ( یتفاضلمعادله  ی) جواب عموم171ه (کتوان نشان داد  یم
 یتفاضـل تگاه معـادلات  س ـل دح ـباشـد. حـال مجـدداً بـه      یه م ـی ـط اولیشـرا  تعـداد دلخواه آن به 

 م:یبپرداز) 157(رهمگن یغ
 23ه یقض

 یبا حاصل جمـع خـاص آن و جـواب عمـوم    بر است ا) بر157دستگاه معادلات ( یجواب عموم
  .)170دستگاه معادلات همگن شده (

 P(E)xt= 0                                         :              می) باشد دار170( یجواب عموم xtرا اگر یز 
 P(E)zt= -k :                                              نی) باشد بنابرا157جواب خاص ( ztد ینکفرض  و 

  :ندک یمصدق  ) 157) در معادله (xt+ ztه ( کواضح است 
P(E)(xt+zt)+k= P(E)xt+P(E)xt+k=0-k+k= 0 

مـل  کتابع م م.یدار ملکاب خاص و تابع مواج به جیاحت یبدست آوردن جواب عموم يپس برا
 یک kتوان بدست آورد. اگر  یم 22 و 21 يایابا استفاده از قضلات خلاصه شده همگن را دمعا

   :دینکتوجه  ریشود. به بسط ز یساده م یلیبردار ثابت باشد حصول جواب خاص خ
P(E)b= a1En b+ a2En-1 b+…+ anb = a1b + a2b +…+ anb = P(1) b 

ثابـت  بـردار   ytبردار  ياگر بجا .میگرد ی) برم157حال به معادله ( .مقدار ثابت است یک bه ک 
b م داشتیم خواهینکن یگزیرا جا:   
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P(E) b+k = P(1) b+ k= 0                                                                                )172(  
 .اعـداد ثابـت هسـتند    یهمگ ـ pij(1)را ی ـز .حل نمود bبردار  يتوان برا یم ین دستگاه را براحتیا

 :برابر خواهد بود با bپس 
 )173(                                                                                                            b= -P-1(1) k 

 برابر خواهد بود با: یب جواب عمومین ترتیبد

yt= ∑
=

w

j 1
vj xj

t P*
i (xj) + b                                                                                 )174(  

 6-12مثال 
   :دینکحل  y10=1 , y20=1ه یط اولیر را با شرایز یتفاضلدستگاه معادلات 

y1,t+2 – 2y1,t+1 + y1,t + y2,t+1 + 5y2,t + 5= 0 
y1,t+1 – 2y1,t + 2y2,t+ 7= 0 

 :میسینو یم Eاپراتور از دستگاه همگن شده فوق را با استفاده 
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 :میسینو ی) را م169( ینانیترمدمعادله 

0
22

5x12x - x
)(

2

=








-
++

=
x

xP    ==>    x2 – 7x+ 12= 0 ==>   x'=3 , x"= 4 

             :میده یل مکیرا تش P(E) یس الحاقیماتر 
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:                                                    22ه یبا استفاده از قض
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 ن موضـوع باعـث  ی ـم. ای ـا ردهک ـرا انتخـاب   یالحـاق  يها سیاول ماتر يها ه بطور دلخواه ستونک
 b2ر یافتن جواب خاص مقادی يبرا باشند. یمر دلخواه یمقاد 72و 71را یشود ز ینم یالکاشجاد یا

 b1) میآور یر بدست میل زک) به ش173) و (172را با استفاده از: 
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 :E=1م یده یقرار م P(E)b= bP(1)چون  









−=
















− 7

5
21
60

2

1

b
b

      ==>    b1= 
6

32
 , b2= -

6
5

 

 :برابر خواهد بود با ی) جواب عموم174با استفاده از (

y1,t= 2v13t + 2v24t + 
6

32
  

y2,t = -v13t – 2v24t - 
6
5

 

م داشـت یخـواه  v2 , v1 يحل بـرا و با در معادلات فوق  y2,0=y1,0=1و  t=0با قراردادن 
3
1

v1=-

v2=2.5 ,. عبارت خواهد بود از یائهجواب ن:  

y1,t= -5(3)t + 
3
2

(4)t + 
6

32
 

y2,t= 2.5(3)t - 
3
2

(4)t - 
6
5

 

  یخط یتفاضلبحث در دستگاه معادلات  -12-3
 یک هتوان ب یرا م یخط یتفاضلر دستگاه معادلات هه کم یقبل گفت يها در قسمت  

توان به  ین دستگاه معادلات را میا یلکل نمود. به طور یتبد یکبا مرتبه  یخط یتفاضلدستگاه 
  :ر نوشتیل زکش

y1,t+1= a11 y1,t + a12 y2,t +…+ a1n yn,t + k1 
y2,t+1= a21 y1,t + a22 y2,t +…+ a2n yn,t + k2 

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                     )175                         (  
yn,t+1= an1 y1,t + an2y2,t +…+ ann yn,t + kn 

م کرا  yn,t+1 ,…, y2,t+1 , y1,t+1ر یب مقادی) به ترت175از سمت چپ و راست معادلات دستگاه (
 حاصل برابر خواهد شد با:  .مینک یم

a11 y1,t - y1,t+1+ a12 y2,t           +…+ a1n yn,t            + k1 =0    
a21 y1,t           + a22 y2,t - y2,t+1 +…+ a2n yn,t            + k2 =0 

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::                                 )176(  
an1 y1,t           + an2y2,t            +…+ ann yn,t - yn,t+1 + kn =0 

) دستگاه یکستیترکرک( ینانیترمده معادله کداست ی) بوضوح پ169) و (176با استفاده از (
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 :ر نوشتیل زکتوان به ش ی) را م175(

0)(

21

22221

11211

=

−

−
−

=

xaaa

axaa
aaxa

x

nnnn

n

n









A                                                 )177(  

 ر خواهد بود:یل زکو به ش xال برحسب ینوم یپول یکنان فوق به صورت یافته دترمیفرم بسط 
 xn + R1xn-1 +…+Rn-1x + Rn = 0 

 24ه یقض
ــول    ــه پ ــنوم یدر معادل ــدار 178ال (ی ــر R1) مق ــوع ر  xn-1ب ی(ض ــر مجم ــهی) براب ــا ش  يه

هـا   شهیرضرب حاصل  ر) براب178(جمله ثابت) در ( Rn باشد. مقدار یم -1ضرب در  الینوم یپول
   .است) 8ه یم قضیه تعمین قضی(ا .باشد یم n(1-)ضرب در 

 نـد ک یان م ـی ـه عامل جبـر ب یم قضیبنام xn,…,x2,x1را  یکستیترکرکمعادله  يها شهیاگر ر :اثبات
 xn + R1xn-1 +…+ Rn-1 x+Rn = 0 = (x- xn)…(x-x2)(x-x1)                                          ه:ک

 م داشت:  یخواهآنها  يبند ر سمت چپ و دستهیبا ضرب مقاد
xn–(x1+x2+…+xn

) xn-1+…+(-x1)(-x2)…(-xn)= xn+R1xn-1+…+Rn= 0 
 :توان نوشت یپس م

R1= -(x1+x2+…+xn), Rn= (-1)n(x1x2…xn)                                                        )179(  
 25ه یقض

) trace( یمجمـوع عناصـر قطـر اصـل     ياه ـنم) برابـر اسـت بـا    178در معادلـه (  R1مقدار   
 :گریاست. به عبارت د x=0ه در آن ک) 177در ( |A(0)|نان یترمد

R1= -(a11+a22+…+ann)                                                                                         )180(  
  :گریبه عبارت د .|A(0)|ان نیمدترضرب در  n (1-)) برابر است با 178در معادله ( Rnن یو همچن 

Rn= (-1)n |A(0)|                                                                                                )181(  
هـا   سیمـاتر  بـر ج در يا هیقض ـه طبق کم یدان یم .مینک یرا ثابت م n=2سهولت اثبات حالت  يبرا

را نان یجمله باشد آن دترم وب از مجموع دکش) مریها فیا ردیش (یها نان ستونیترمد یکاگر 
  :گرینان مجزا نوشت. به عبارت دیترمدبرحسب دو توان  یم
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   :میده یر را بسط مینان زیترمده ین قضیبا استفاده از ا
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 حالـت  يبـرا  .) مشـاهده نمـود  181) و (180ن حالت طبـق ( یتوان در ا یرا م Rn , R1 یه براحتک
  :جه گرفتیتوان نت یفوق م يایبنابر  قضا رد.که را اثبات ین روش قضیتوان از هم یز مین n یلک
 26ه یقض 
) 175اول همگـن ( مرتبـۀ   یتفاضـل دسـتگاه معـادلات    یکسـت یترکرک يها شهیمجموع ر  

 يآن مسـاو  يها شهی) است و حاصل ضرب رx=0دستگاه با ( یکستیترکرکس یماتر traceبرابر 
 باشد.  ی) مx=0نان دستگاه در (یترمد
در مـورد  را  ضـوع م چنـد مو یتعـادل بپـرداز   يای ـه به بحث در مورد ثبـات پو کنیقبل از ا  
   :میشو یادآور میمختلط  يها شهیر
  .=i−1 .ندوش یظاهر م c+di , c-di يها ل مزدوجکال به شینوم یمختلط پول يها شهیر

 c+di + c–di = 2c  شه مزدوج مختلط برابر است با یمجوع دو ر

 c2+d2≥0 =(c-di)(c+di)  شه مزدوج مختلط برابر است با یضرب دو ر

22مزدوج برابر است با  يها شهیا قدرمطلق ریمدول  dc +|c+di|=   
 م:یقدرمطلق و مجموع آنان دار يباشد برا یکمتر از کشه مزدوج مختلط یاگر قدرمطلق دو ر

   c2+d2 <1  ,  2c<2 
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ه بـه  ک ـباشـد   یشـه مخـتلط م ـ  یر 2Kو  یق ـیشه حقیر R يداراما د معادله ینکحال فرض   
 یـک متـر از  ک یق ـیشـه حق یر  Rدام از کاگر قدرمطلق هر  .صورت مزدوج مشاهده خواهند شد

 5ر شده در کخواهد بود. و با استفاده از موضوع ذمتر ک یکز از یباشند مجموع قدرمطلق آنان ن
متـر  کباشد مجموع قـدرمطلق آنـان    یکمتر از کمختلط  يها شهیدام از رکبالا اگر قدرمطلق هر

 باشد.  R+2kمتر از کد یا باه شهیگر مجموع قدرمطلق تمام ریخواهد بود. به عبارت د 2Kاز 
 27ه یقض

  :گریبعبارت د .است nمتر از ک A(0)س یماتر trace) با ثبات باشد قدرمطلق 175اگر دستگاه (
Tr |A(0)|<n                                                                                                       )182(  

 28 هیقض
 است.  یکمتر از ک A(0) یکستیترکرکنان ی) باثبات باشد قدرمطلق دترم176دستگاه (اگر 

Abs|A(0)|<1                                                                                                     )183(  
ه کم ینک یم يادآوریط قف .شود یمه فوق واضح است و به عهده خواننده گذاشته یاثبات دو قض 

متر از کد یبا یکستیترکرکال ینوم یپول يها شهیه ریلکه قدرمطلق کن است یشرط باثبات بودن ا
 باشد.  یک

خـاص خـود را دارد.    ياربردهـا که ک ـان نمود یتوان ب یز میراجع به ثبات ن يگریه دیقض  
 |A(x)| یکسـت یترکرکال ی ـنوم ین درجـه در پـول  یجمله با بالاتر n(x-)ه کد ینکقبل از همه توجه 

و  دش ـد ن ـخواه کوچ ـک) xn-سه با (یت برود تمام جملات در مقاینهایبه سمت ب xباشد. اگر  یم
 )xn-(علامـت   ينـان دارا ین مقدار دترمیشود. بنابرا )xn-(علامت  د همینان بایر دترمامقد نیبنابرا

به سـمت   xنطور اگر یهم .خواهد بود یفرد باشد منف nزوج باشد مثبت و اگر  nاگر خواهد بود. 
شـه مثبـت   یهمد یبا )xn-(خواهد بود اما  )xn-(علامت  مزبور هم ننایترمدند کل یت مینهایب يمنها

بـا   يا شـه ید ریآن نبا یکستیترکرکبات است معادله ثحال اگر دستگاه با. است یمنف xرا یباشد ز
و  یـک ن یتوانـد ب ـ  ینم ـ یکسـت یترکرک ننـا یترمدن یبنـابرا  .داشته باشـد  یکقدرمطلق بزرگتر از 

را  ید همان علامتیبا x=1پس در  .ر علامت دهدییت تغینهایب يو منها یک ين منهایا بیت ینهایب
بـه   .داشـته باشـد   را ∞-=xد علامـت در  ی ـبا x=-1ن در یدارد و همچن ـ∞=x ه در ک ـداشـته باشـد   

  :گریعبارت د
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 29ه یقض
د ی ـبا nا فـرد بـودن   ی ـبرحسـب زوج   x=1ر در ی ـز ننـا یترمد ي) باثبات باشد برا176ستم (یاگر س

   :میداشته باش

0
0

1

1
1

)1(

21

22221

11211

<
>

−

−
−

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa









A                                                   )184(  

 x=-1 ين برایهمچن

0

1

1
1

)1(

21

22221

11211

>

+

+
+

=−

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa









A                                                )185(  

 تثبا يبرا مه آنان شرط لازکن است یا 29و  28و  27 يایته قابل توجه در مورد قضاکن  
دام از ک ـنظـر هر  ب اگـر دسـتگاه مـورد   ی ـن ترتیبـد  .را یافک ـنـد نـه شـرط لازم    ینما یم ـ طرحرا 
م یم مطمـئن باش ـ یتـوان  ینم ـ یول .ثبات است یبند کبرآورده نتوانست فوق را  يایقضا يها زمونآ
 دی ـابن حالـت  ی ـند حتمـاً باثبـات اسـت. در ا   ک یمزبور را برآورده م يها ه آزمونک یه دستگاهک
 محاسبه شوند.   یکی یکیام بحث شد nمرتبه  یتفاضله در فصل معادلات ک شر يها نانیترمد
ه مجمـوع و حاصـل ضـرب    ک ـرد. از آنجـا  ک ـر کتوان ذ یدر مورد ثبات م يگریه دیقض   

  :توان گفت یم 26ه یقض کمکباشد با  یم ، مثبتچند عدد مثبت
 30 هیقض

 یمنف ـ يهـا  شهیا ریشه ید رینظر با ا صفر باشد دستگاه موردی ینان دستگاه منفیترمدا ی traceاگر 
 نوسان خواهد بود.  يدارا ین دستگاهیه چنکاست  ین معنیه بدین قضیا مختلط داشته باشد. ایو 

  یرمنفیمرتبه اول با ضرائب غ يها دستگاه -12-3-1
 .ر نوشتیل زکتوان به ش یها م سیماتر با استفاده ازرا دستگاه معادلات همگن مرتبه اول   
  :دیآ یهمگن شده آن بدست م ی) ول157ص با استفاده از دستگاه (ین تلخیا

yt+1 = Ayt  ,             y0= c0  هیاول طیشرا                                                                 )186(  

 زوج باشد nاگر 
 فرد باشد nاگر 
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باشند. دستگاه  یم n×nبه ابعاد  یسیماتر Aو  n×1به ابعاد  یبردارهائ c0 , y0 , yt+1 , ytه ک
 y1=Ay0 , y2=Ay1=A2y0 ,…, yt=Aty0:                رایتوان حل نمود. ز یم ی) را به راحت186(

  :هیط اولیشرا ینیگزیجابا 
yt= Atco                                                                                                                    )187(  

س یرستون ماتهر  يها رمن حساب نُیباشند. با ا یرمنفی) غ186د ضرائب دستگاه (ینکحال فرض  
A س یم و نرم ماتریریگ یعناصر آن ستون مدنظر م را مجموعA ها  ن مجموع ستونیرا بزرگتر
 م. پس:یریگ ینظر م در
 31 هیقض

 باشد دستگاه یک يا مساویمتر ک Aد اگر نرم نباش یرمنفیغ Aس یماترعناصر اگر تمام   
 یکتواند بزرگتر از  یشه نمین ریرا قدرمطلق بزرگتریرا و واگرا باشد زیرمیتواند غ ینم )186(

 د باثبات باشد. یباشد دستگاه مزبور با یکتر از کوچک Aباشد. اگر نرم 
 یکد تا ینما یان میثبات را ب يبرا یافکشرط  یک یقبل يایه برخلاف قضاین قضیا  

د به ینکن نگاه یعنوان نمود. (همچنرا ر یتوان بطور خلاصه موارد ز یثبات ما يبرا .شرط لازم
Baumol (1970), Bidabad, Bidabad (1990)(.  

 At=AAt+1...وو A2=A*Aهستند پس تمام عناصر  یرمنفیغ Aس یچون تمام عناصر ماتر -1
 خواهند بود.  یرمنفیغ زین

د بزرگتر از یبا Aس یاز ماتر يه عناصرکاست  ین معنی) واگرا باشد بد186اگر دستگاه ( -2
 نند. کل یت مینها یبه سمت ب Atاز  يا عناصرتباشند  یک

دام از عناصر کبه سمت تعادل خودش (صفر) همگرا است و هر ytاگر دستگاه باثبات باشد  -3
At نند. کل ید به سمت صفر میبا 

ن یبد افت ویش خواهند یز افزاین Atعناصر  tش یثبات و واگرا باشد با افزا یاگر دستگاه ب -4
 باشد.    یکش از ید بیبا Atرم نن یباشند. بنابرا یکش از ید بیبا Aاز عناصر  یه بعضکاست  یمعن

فر صد به سمت یز باین Atتمام عناصر  ،دیل نمایبه سمت صفر م Atرم نگر اگر یاز طرف د -5
 د. نیل نمایم

د یبا Atرم حاصل ضرب آنها نباشند  یک يا مساویمتر ک At-1و   Aس یرم دو ماترناگر  -6
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 خواهد بود.  At-1و  A يها رمنحاصل ضرب  يا مساویمتر ک Atرم نباشد و  یک يا مساویمتر ک

 خواهد بود.  rt يا مساویتر کوچک Atرم ناست  یکتر از کوچکو  r يمساو Aرم ناگر  -7

  يبردار یتفاضلمعادلات  -12-4
ر دستگاه ت یکینکها بطور ت سیه با استفاده از ماترکن است یما بر ا ین قسمت سعیدر ا  

ن یتوانند ا یها تسلط ندارند م سیجبر ماتر هه بک یخوانندگانم. ینمائ یرا بررس یتفاضلمعادلات 
 .Dhrymes (1974) ه بهکد ینکن قسمت رجوع یح در ایتوض يند. برایقسمت را حذف نما

 . اگر:مینک یف میر تعریل زکضرائب ثابت را به ش اب یخط  یتفاضلدستگاه معادلات  
|A0|≠0                                                                                                               )188(  

 م: ینک یف میپس تعر
A0yt + A1yt-1+ A2yt-2 +…+ Anyt-n= g(t)                                                           )189(  

 m×1 یستون ياهبردار g(t)و  ytو  m×mضرائب ثابت  يها سیماتر Ai , i=1,...,nه ک
 شود.  یده میز نامین nمرتبه  يبردار یتفاضلباشند. دستگاه فوق معادله  یم

  مرتبه اول يبردار یتفاضلمعادلات  -12-4-1
دستگاه معادلات  یکتوان به  یم میدیه در قبل دکرا همانطور  يبردار یتفاضلهر معادله   

بدون  ین فرض از عمومیاست. ا A0=Iه کد ینکل نمود. فرض یمرتبه اول با ضرائب ثابت تبد
xt= (yT                                              :مینک یف میاهد. تعرک یمنمسئله 

t, yT
t-1 , … , yT

t-n+1)T 





















 −−−−

=

−

0I00

00I0
000I
AAAA

A









 nn 121

*                                                  )190(  

  :ردکف یر تعریل زکتوان به ش ی) را م189معادله همگن شده (
xt= A* xt-1                                                                                                         )191(  

 د. شوف یل تعرکن شیتواند به ا یم یلک) بطور189معادله (
xt = A*xt-1 + e.1⊗ g(t)                                                                                     )192(  

صفر است و عنصر اول آن  یه همه عناصر آن بجز اولکاست  يعضو n ینوبردار ست e.1ه ک
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  :يبردار یتفاضلمعادله  یم به بررسیگرد یحال برم .باشد یم رکرانکضرب  ⊗باشد و یم یک
yt = Ayt-1 + g(t)                                                                                                )193(  

باشند. فرض  یم m×1 یستون يبردارها g(t) , yt-1 , ytضرائب ثابت و  m×mس یماتر Aه ک
) و 193ه در (کاست  xtچون  ي) بردار193جواب (باشد شدن  يقطرقابل  Aس ید ماترینک

00ه یط اولیشرا yy مل و جواب کبه دو قسمت تابع م مسئله راهمانند قبل  د.یصدق نما =
  :میریگ یظر منر را در یهمگن زمل دستگاه کبدست آوردن تابع م يبرا .مینک یم میخاص تقس

yt= Ayt-1                                                                                                               )194(  
 yt=ckt:                                                        میده یرا مورد استفاده قرار م ریز یشیاب آزماجو

ن یگزی) جا194ن جواب را در (یباشد. ا یر ملاکاس یک kو  یعضو ستون mبردار  یک cه ک
 ckt-1= 0 (kI-A)                          :مینک یم

 c = 0 (kI-A):                                           ند پسک ید میرا تول yt= 0جواب مبتذل  k=0چون 

 kI-A|=0|:                                       هکذل دارد ترمبیغجواب ن شرط یدستگاه همگن فوق بر ا

 دهد. یل مکیرا تش يبردار یتفاضلمعادله  یکستیترکرکن شرط معادله یا 
مل کتابع م، مینک یف میتعر یکستیترکرک يها شهیرا بردارها و ر )}ki,c.i);i=1,… ,m{(اگر

 :برابر خواهد بود با

yc = ∑
=

m

i 1

di c.i ki
t                                                                                             )195(  

 ه مشخص شوند. اگر یط اولید با شرایه باکر دلخواه هستند یمقاد di، i=1,…,m هک

c= (c.1 , c.2 , …, c.m) , K= diag (k1 , k2 , … , km) ,    d=
















md

d

1

  

 yc= cKtd                                                                      :ر نوشتیل زکتوان به ش یرا م )195(

00ه یه با شرط اولک yy cK0d= cd =:                   هکانتخاب شوند  يد طوریعناصر با = 0y 
0y :                                    رمفرد است پسیغ cشدن است  يقابل قطر Aه یکاز آنجائ  d=c-1 

 0y yc= cKtc-1:                                                                  ) برابر خواهد بود با 196تاً (یو نها

  :میسینو یر میل زکرا به ش) L )193با استفاده از اپراتور  .میپراز یحال به محاسبه جواب خاص م
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(I-AL) yt = g(t)    ==>    yt= (I-AL)-1 g(t) 
ا مختلط ی یقیحق Qر یمتغ یک يوس فوق را براکم معیتوان یسم میزومورفیبا استفاده از ا 

(ترانسپوز  I-AQ (adjoint) یس الحاقیار ماترکن یا يم. برایبدست آور I-AQنامعلوم از 
        سیماتر یکنان یترمدتور کوفاک ه هرک یآنجائ از .میسینو یتورها) را مکوفاکس یماتر

)m-1)x(m-1( هیاست شب یسیماتر یالحاقس یباشد ماتر یم                         :B(Q)= [bij(Q)] 

اج ین احتیباشند. همچن یم Qبرحسب  m-1ثر کاز درجه حدا یهائ الینوم یپول bij(Q)عناصر 
 توان نوشت:  یم  k= Q-1 يم. برایرا بدست آور I-AQنان یترمده کم یدار

|I-AQ|=|Q(kI-A)|=Qm| kI-A|=Qm∏
=

m

i 1

(k-ki)= Qm km∏
=

m

i 1

(1-Qki)=∏
=

m

i 1

(1-Qki) 

∏(I-kiL)                                                                                   ن:یبنابرا
=

m

i 1

a(L)= |I-AL|= 

 ki| <1  i= 1,… , m|د:                                                             باش) با ثبات 193اگر دستگاه (

(I-AL)-1 = ]
)(a
)([

L
Lbij

وس کپس مع                      I-AL شود. یف میر تعریل زکبه ش یبخوب   

و مخرج از درجه  m-1ثر از درجه کصورت حدا .ال استینوم یپول وهر عضو نسبت دن یبنابرا
m 0ه یط اولیبا شرا يبردار یتفاضل) معادله یائه(ن یباشند. جواب عموم یمy  :برابر خواهد بود 

yt= cKtc-1
0y  + (I-AL)-1 [(1- t0δ )g(t)]                                                             )197(  

 :                     شود یف میل تعرکشن یاه به کباشد  ی م رکرانک يدلتا t0δه ک




=
≠

=
ji
ji

ij 1
0

δ 

  nمرتبه  يبردار یتفاضلمعادلات  -12-4-2
در  يادیاربرد زکن معادله یا .میگرد ی) برم189( يبردار یتفاضلمعادله به حال مجدداً 
ا یپو یاقتصاد سنج يالگوها يمعادلات ساختار یل عمومکرا شیدارد ز یمسائل اقتصاد سنج

حل معادلات  يبراه کرا  یقاً روشین دستگاه دقیحل ا يشوند. برا یف میهمانند آن تعر
) را 189( دستگاه سهولت يرد. براکم یواهم دنبال خیار بردکب یمعمول یام خطnمرتبه  یتفاضل

  :میسینو یر میل زکبه ش یف قبلیبا همان تعار
A0yt+ A1yt+1 + …+ Anyt+n = g(t)                                                                      )198(  

 ) را همگن نموده: 198مل (کبدست آوردن تابع م يبرا
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A0yt+ A1yt+1 + …+ Anyt+n = 0                                                                          )199(  
 م. یبر یار مکر را بیز یشیجواب آزما 

yt= c kt                                                                                                                       )200(  
ن یگزی) جا199) را در (200رابطه ( .باشد یالر مکاس یک kو  يعضو m یبردار ستون یک cه ک

 رد پس:کد خواهد ی) تول200( يبرا یلتذجواب مب k=0م. ینک یم میتقس ktن را بر یو طرف
(A0+A1k+ A2k2+ …+ Ankn) c= 0                                                                     )201(  

س داخل پرانتز یفقط اگر ماترو خواهد بود اگر  c يرمبتذل برایجواب غ ين دستگاه دارایا 
 :مید داشته باشیگر بایبه عبارت د .مفرد باشد

| A0+A1k+ A2k2+ …+ Ankn| = 0                                                                       )202(  
ست. یجواب آن ن k=0باشد  A0|≠0|خواهد بود و اگر  mnثر از درجه کال فوق حداینوم یپول

 .مینک یم يذارگ ارهمب مقدارشان شیبه ترترا آنها  .باشند یز می) متما202( يها شهید رینکفرض 
ب با استفاده ین ترتیم داشت. بدی) خواه201( يبرا c.iبردار  یک ki , i=1,…,mnشه یهر ر يبرا

  :م داشتی) خواه200از (
yi

t= c.i kt
i        i=1,…,mn                                                                                  )203(  

 :م داشتی) خواه199) در (203( ینیگزیباشد. با جا ی) م199جواب ( یک) 203ه (ک
(A0c.i+ A1c.iki+ A2c.ik2

i+ …+ Anc.ikn
i) kt

i= F(ki, c.i)                                       )204(  
چپ صفر سمت ه پرانتز کبرابر صفر خواهد بود یوقتF(ki,c.i)  است  ki|≠0| هک یاز آنجائ
  :) باشند پس21( ه جوابکانتخاب شدند  يطور ki , c.iچون  یباشد. ول

F(ki, c.i)= 0                                                                                                      )205(  
yiدهد  یه نشان مک

t باشد. اگر  ی) م199جواب دستگاه ( یکdi م یریر بگظن را ثابت دلخواه در
  :نوشتر یل زکبه شتوان  یرا ممل کتابع م

yt= ∑=

mn

i 1
dic.ikt

i                                                                                                )206(  
رد کار را کن یتوان ا یه چگونه مکنیمثال ا يبرا .ن نمودییه تعیط اولیله شراید بوسیرا با diر یمقاد

 م: یدار )206ن با استفاده از (یاند بنابرا داده شده y0, y1, y2 ,…, yn-1ه یاولط یه شراکد ینکفرض 
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y0= ∑=

mn

i 1
dic.i 

y1= ∑=

mn

i 1
dic.i ki 

:::::::::::::::::::::::::::::                                                                                         )207(  

yn-1= ∑=

mn

i 1
dic.i ki

n-1 

  :مینک یف میر تعریل زکرا به ش C س یماتر
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  :ر نوشتیل زک) به ش208توان بر اساس ( ی) را م207دستگاه (

y= Cd         
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  :برابرخواهد بود با dبردار  )C|≠0|(رمفرد باشد یغ C ن اگر یبنابرا
d= C-1 y                                                                                                           )210(  

داشته باشد و اگر  *k يشه مساویر rگر اگر یا به عبارت دیمضاعف باشد  يها شهی) ر202اگر (
  :برابر خواهند بود با *kمرتبط با  يها است جواب *k*، cبردار مرتبط با 

c*k*t , c*tk*t ,…, c*tr-1k*t                                                                                      )211(  
    yt= g(t) (A0+ A1E+ …+ AnEn):میسینو یر میل زک) را به ش198افتن جواب خاص (ی يبرا

 yt= (A0+A1E+…+AnEn)-1g(t):                      هکاست  یگر جواب خاص جوابیبه عبارت د

  :ب برابر خواهد بود باین ترتیبد یجواب عموم

yt= (A0+A1E+…+AnEn)-1[1-δ0t -δ1t- … - δn-1,t)g(t)] + ∑=

mn

i 1
dic.ikt

i                 )212(  
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 16ن یتمر
 :دینکر را حل یمعادلات ز يها دستگاه

  
2ut+1 + vt+1 = ut + 3vt                                                                                                  1-  
ut+1 + vt+1 = ut + vt 
yt+1 – tzt= 0                                                                                                           2-  
zt+1 – 4tyt= 0 
ut+1 = put + qvt                                                                                                                         3-  

vt+1= (1-p)ut + (1-q)vt                    1-p+q≠0 
 د.  ینکحل   p+q=0-1را با شرط 3مسئله  -4

2ut+1 + vt=2 = 16vt                                                   5-                                                      
ut+2 – 2vt+1 = 4ut 

 د.  ینکر بحث یلات زدل را در دستگاه معادتعا يایثبات پو 31تا  27 يایبا استفاده از قضا -6
y1,t+1 = -2y1,t + y2,t                                                                                            -1 
y2,t+1 = 1.5y1,t- y1,t 
 
y1,t+1 = 0.9y1,t – 0.8y2,t                                                                                   -2 
y2,t+1 = 0.8y1,t + 0.9y2,t 
 

y1,t+1 = y1,t+ 
2
1

y2,t                                                                                         -3 

y2,t+1 = 
2
1

y1,t + y2,t 
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  یجزئ یتفاضلمعادلات  -13
 

نگونه معادلات یبودند. ا tر یمتغ یکم تابع ینمود یبررس هکرا  ییتفاضلتابحال معادلات 
باشد معادلات مورد  یکش از یرها بیتعداد متغ یوقت .موسوم هستند یمعمول یتفاضلبه معادلات 

  :دیریر را در نظر بگیشوند. بطور مثال معادله ز یده مینام یجزئ یتفاضلنظر معادلات 
zt+2,m -3 zt+1, m+1 + 2zt,m+2 = 0 

 ین معادلاتیچن یبررس يباشد. برا یم m,tر یتابع دو متغه کاست  یجزئ یتفاضلمعادله  یکه ک
ر گسسته در یمتغ یکش از یه بک یم. در حالتینکف یرا مجدداً تعر تفاضلد مفهوم اپراتور یبا

م. اپراتور ینکف یتعر یجزئ يها را همانند مشتق یجزئ یتفاضلد اپراتور یارد بادمعادله وجود 
ان) کر گسسته (مثلاً زمان و میدو متغ m,tم. اگر ینک یف میل تعرکن شیرا به ا یجزئ تفاضل
 بر خواهد بود با: ابر tنسبت به  fتابع  تفاضلباشند 

Δ1f(t,m)= f(t+1,m)- f(t,m)                                                                                )213(  
  :برابر است با mنسبت به  fتابع  یجزئ تفاضلن یو همچن

Δ 2f(t,m)= f(t,m+1)- f(t,m)                                                                               )214(  
ن شباهت یز با همیرا ن E یشوند. اپراتور جزئ یده مینام یجزئ یتفاضل ياپراتورها  Δ 2و  Δ 1ه ک
 ف نمود. یتوان تعر یم

E1= 1+ Δ 1  , E2= 1+ Δ 2                                                                                                                        )215(  

ن یاول اف فوق مثال یشوند. با استفاده از تعار یف میل تعرکن شیز به همین Δ i , Ei يها توان
E2)                                      ر نوشت: یل زکتوان به ش یرا م فصل

1 – 3E1E2 + 2E2
2) zt,m= 0 

د یرا برقرار نما یجزئ یتفاضله معادله ک یمعمول هر تابع یتفاضلهمانند معادلات 
توان به  یل شده باشد مکیر تشیه از دو متغکرا  یعموم یئزج یخط یتفاضلجواب است. معادله 

 :ف نمودیر تعریل زکش
φ(E1 , E2) zt,m = f(t,m) 

) را 216ه (ک یجواب .باشد یم nاز درجه  و E2 , E1ال برحسب یمنو یپول یک φ(E1,E2)ه ک
شود. همانند  یده می) نام216( یتابع دلخواه باشد جواب عموم n يد و دارایبرآورده نما

است) تابع  f(t,m)=0ه ک یدر حالت یعنی() 216از حل تابع همگن ( یمعمول یتفاضلمعادلات 
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د جواب خاص یرا برقرار نما) 216امل (که معادله ک ین هر جوابید و همچنیآ یمل بدست مکم
توان در بدست آوردن جواب  یر میه زیاز قض یمعمول یتفاضلمانند معادلات ه .شود یده مینام

 گرفت.  کمک یعموم
 23 هیقض

  .جواب خاصمل و ک) برابر است با مجموع تابع م216( یئزج یتفاضلمعادله  یجواب عموم
  یئزج یتفاضلحل معادلات  -13-1

 یمعمول یتفاضلمعادلات  يها را با استفاده از همان روش یزئج یتفاضلمعادلات 
لات وجود دارد را دن دو دسته معاین ایه در روش حل بک یمک يها توان حل نمود. تفاوت یم
   :مل ابتدا معادله همگنکم افتن تابعی يبرا یلک رتوان مرتفع نمود. بطو یز با شباهت آنان مین

φ(E1 , E2) zt,m = 0                                                                                             )217(  

ل ک) به ش216را از (  zt,mسپس  .میآور یمل بدست مکرا به عنوان تابع م zt,mم و ینک یرا حل م
  :میآور یر بدست میز یلک

zt,m = 
),(

1
21 EEϕ

 f(t,m)                                                                                   )218(  

گر جمع نموده و جواب یدیکمل و جواب خاص را با که جواب خاص خواهد بود. تابع مک
ه حل نموده تا جواب یط اولیرا با در نظرگرفتن شرا یم. جواب عمومیآور یرا بدست م یعموم

لات دمعا يه براکاست  یهائ ثر حالات همان روشکحل در ا يها حاصل شود. روش ینهائ
ر ییتغ ،تابع مولد ،ن نشدهییضرائب تع ،همانند روش اپراتورها ؛میار گرفتکب یمعمول یتفاضل

ح یقبل مفصلاً توض يها نگونه مباحث را در قسمتیچون ا .لین قبیاهش مرتبه و از اک ،پارامترها
 رد. کم یرا مرور خواه یهائ مثال یجزئ یتفاضلحل معادلات  ين فصل برایم فقط در ایددا

 1-13مثال 
 د.  ینکحل  u0,m= m2ه یرا با شرط اول ut+1,m -4ut,m+1=0  یجزئ یتفاضلمعادله 

   :میسینو یر میل زکبه ش Eابتدا معادله فوق را با استفاده از اپراتور 
(E1-4E2) ut,m = 0  ای      E1ut,m= 4E2ut,m 
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مرتبـه اول بـا    یمعمـول  یتفاضـل معادلـه   یـک ل بـه  ید. معادله فوق تبـد ینکرا ثابت فرض  mحال 
  :شود به یل میمعادله فوق تبد ut,m= wt , 4E2= aم ینک یشود. فرض م یل میضرائب ثابت تبد

Ewt= awt      ==>       wt= atc 
باشـد. بـه    mاز  یتوانـد تـابع   یم ـ یول ـ تمقدار ثابـت اس ـ  یکاست نظر  مورد tه ک یمادام cه ک

 wt= atcm                       توان نوشت: یب مین ترتیاست. بد mتابع دلخواه از  یکگر یعبارت د

ut,m = (4E2)tcm = 4tEt:                                        مینک ین میگزیرا جا a,wtر معادل یمقاد
2cm 

  ut,m =  4t cm+t                                                                                                                :ایو 

   :مینک یه را وارد میط اولیحال شرا .باشد یمسئله فوق م یه جواب عمومک
u0,m= 40cm+0 = m2        ==>  cm+t = (m+t)2 

 ut,m = 4t (m+t)2:                                                             برابر خواهد بود با یپس جواب نهائ

  2-13مثال 
 د.  ینکرا حل  ut+1,m -2ut,m+1 = 3ut,m یجرئ یتفاضلمعادله 

 ut,m= 0 (E1- 2E2-3):                                                                    میسینو یم Eمعادله فوق را برحسب اپراتور 

 E1ut,m = (2E2+3) ut,m:                                                                            گریا به عبارت دیو 

 1-12مثـال  هماننـد  باشـد.   یم ـ tمرتبـه اول برحسـب    یمعمـول  یتفاضـل معادلـه   یـک معادله فوق 
 ut,m = (2E2+3)t cm                                                                                       توان نوشت:  یم

E2)t:                                                                                                  ایو 

3
2

ut,m= 3t (1+ cm 

   :توان نوشت ینم میبا استفاده از بسط ب

ut,m=3t [1+t(
3
2

E2)+ !2
)1( −tt

(
3
2

E2)2+…]cm=3t[cm+
3
2

tcm+1+ 9
2

t(t-1)cm+2+…] 

 3-13مثال 
    :دینکط حل ین شرایرا با ا ut,m = put-1,m + qut,m-1 یجزئ تفاضلمعادله 

ut,0 = 0 t>0  اگر  
u0,m= 1 m>0             اگر  
p+q =1        p,q>1 

 E1E2 ut-1,m-1 = (pE2+qE1) ut-1,m-1                               م: یسینو یر میل زکفوق را به ش معادله
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pE-1) :                                                                                            ایو 
1 + qE2

-1-1) ut,m =0 

qE-1:                         ر نوشتیز الکتوان به اش ین رابطه فوق را میهمچن
1ut,m = (1-qE-1

2)ut,m 

ut,,m                                         :                                                    ایو  1
21 −− qE

p
E1 ut,m =  

  :خواهد شد. پس یمعمول یتفاضلمعادله  یکم معادله آخر ینکرا ثابت فرض  mاگر 

ut,m = t

qE
p )

1
( 1

2
−−

cm = pt (1-qE2
-1)-t cm= pt[1+t(qE2

-1)+
!2

)1( +tt
(qE2

-1)2+…] cm 

 […+ q2 cm-2 :          برابر خواهد بود با یپس جواب عموم
!2

)1( +tt
ut,m = pt [cm+ tq cm-1+ 

 […+ q2 c-2            م داشت: یباشد خواه t>0و  m=0حال اگر 
!2

)1( +tt
0 = pt [c0+ tq c-1+ 

 … , c0= 0 , c-1=0  , c-2=0 :                                               جه گرفتیتوان نت ین رابطه میاز ا

 cm=1 ,  m>0:                                                                              میباشد دار m>0 , t=0اگر 

   :میسیم بنویتوان یم m,t>0 يپس برا

ut,,m = pt[1+ tq+
!2

)1( +tt
q2+…+

)!1(
)2)...(1(

−
−++

m
mttt

qm-1] 

 خواهد بود.  یه حواب نهائک
 4-31مثال 
 د.  ینکرا با استفاده از تابع مولد حل  3-13مثال 

∑  ut,msm: مینک یف میر تعریل زکرا به ش Gt(s)تابع مولد 
∞

=0m

 Gt(s)= ut,0+ut,1s+ut,2 s2+…= 

تـا   یـک از  m يم و مجموع را بـررو ینک یضرب م smصورت مسئله را در  یجزئ یتفاضلمعادله 

∑ ut,m-1 sm:                      مینک یت حساب مینهایب
∞

=1m
ut-1,m sm + q ∑

∞

=1m

 = p  ut,m sm∑
∞

=1m

 

    Gt(s)- ut,0 = p[Gt-1(s) – ut-1,0] + qsGt(s): میسینو یم Gt(s)ن رابطه را برحسب تابع مولد یا

  :توان نوشت یم u0,0= 0نیو همچن ut-1,0= 0و ut,0= 0م یدار k≥1 يچون برا
Gt(s)= pGt-1(s) + qsGt(s) 

Gt-1(s) :                                                                             گریا به عبارت دی
qs

p
−1

 Gt(s)=  
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G0(s) t:                               ر استیجواب ز يآخر دارا یتفاضلن معادله یا

qs
p )

1
(
−

 Gt(s)= 

 :                       میدار یاز طرف
s

s
−1

 G0(s)= u0,0 + u0,1s + u0,2 s2 + … = s+s2+s3 + …=  

:                                                                                              پس
)1()1( sqs

sp
t

t

−−
Gt(s)=  

:                                                                              گریبه عبارت د
s

s
−1

 Gt(s)= pt (1-qs)-t  

Gt(s)= pt[1+tqs+
!2

)1( +tt
q2s2 + 

!3
)2)(1( ++ ttt

q3s3] [s+ s2+ s3+…]                   ا:یو  

  :فوق برابر است با يها در حاصلضرب smب یضر

ut,m= pt [1+tq +
!2

)1( +tt
q2 +…+ 

)!1(
)2)...(1(

−
−++

m
mttt

qm-1] 

 است.   3-13ه همان جواب مثال ک
 5-13مثال 

ut+1,m – 4ut,m+1 = 6t2 یجزئ تفاضلمعادله  
m+4  د.  ینکرا حل 

م. ی ـاج به محاسبه جواب خـاص دار یحال احت .میردکدا یپ 1-13ن مسئله را در مثال یمل اکتابع م
م. در ی ـآور یشده و روش اپراتورها بدست م ـنن ییجواب را با استفاده از دو روش ضرائب تع نیا

     :مینک یر فرض میل زکجواب خاص به ش یکن نشده ییروش ضرائب تع
ut,m= A1t2

m + A2tm+ A3t2 + A4t + A5m+ A6 
 :م داشتیدر معادله صورت مسئله خواه ینیگزیبا جا .ر ثابت هستندیمقاد A1,…,A6ه ک

-3A1t2m+(2A1–3A2)tm–(4A1+3A3)t2+(2A3–3A4-4A2)t+(A1+A2-3A5)m+A3+A4-
4A5-3A6=6t2m+4 

 توان نوشت: یبا قرار دادن ضرائب معادل م
-3A1=6,    2A1–3A2=0,    4A1+3A3=0,    2A3–3A4-4A2=0,    A1+A2-3A5=0,   
A3+A4-4A5-3A6=4 

A1= -2 , A2= -
3
4

 , A3= 
3
8

 , A4 = 
9

32
 , A5= -

9
10

 , A6= 
9
20

:م داشتیپس خواه           

ut,m=-2t2m - 
3
4

tm + 
3
8

t2 + 
9
32

t -
9

10
m +

9
20

:پس جواب خاص برابر خواهد بود با          
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امـل صـورت   کم معادلـه  یتـوان  یم ـ .میآور یبدست م نین جواب را با استفاده از اپراتورها چنیهم
   :میسین بنویمسئله را چن

21 4
1

EE −
(6t2m+4)=

21 43
1

∆−∆+−
(6t2m+4)=-

3
1

3/)4(1
1

21 ∆−∆−
(6t2m+4) 

= -
3
1

[1+ 
3
4 21 ∆−∆

+ 
9

)4( 2
21 ∆−∆

+…] (6t2m+4) 

= -2t2m - tm
3
4

+ 2

3
8 t + 

9
20

9
10

9
32

+− mt   

ut,m = 4tcm+t–2t2m-
9
20

9
10

9
32

3
8

3
4 2 +−++ mtttm :برابر خواهد بود با یجواب عموم    

 6-13مثال 
 د. یدلخواه هستند بدست آور يها ثابت i,jه ک itjmرا با استفاده جواب  1-13جواب مثال 

   :م داشتیخواه .مینک ین میگزیرا در معادله صورت مسئله جا  ut,m= itjmة: جواب فرض شد
it+1 jm – 4itjm+1= 0              ==>      i=4j 

 ut,m = (4j)tjm = 4tjt+m:                                                             یدر جواب فرض iن یگزیبا جا

   :م داشتیز جواب است خواهین  jمقدار  هر يها برا ن جوابیه مجموع اک یاز آنجائ 

∑ j
4t jt+m = 4t∑ +

j
mtj = 4t ct+m 

 باشد.  یم 1-13ه همانند جواب مثال ک
  7-13مثال 

و  p , qبـا شـرط ثابـت بـودن      ut,m=put+1,m-1+qut-1,m+1 یجزئ ـ یتفاضـل معادلـه   یجواب عمـوم 
p+q=1 د.یبدست آور 

 ut,m= it,jm                          :مینک یر را فرض میم. جواب زینک ین مسئله را به دو روش حل میا
 داشت:م یدر معادله صورت مسئله خواه ینیگزیبا جا

pi2 –ij + qj2= 0     ==>  i=j,
p
jq  

jtjm= jt+m , (
p
jq )t jm = jt+m (

p
q )t                                    ها برابر خواهند بود با: س جوابپ  
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Gt+mو  Ct+m میریگ یمجه ینت ،جواب است زین جواب فوق خود وه مجموع دک یاز آنجائ
t

p
q )(  

t                   :برابر خواهد بود با یز جواب هستند پس جواب عمومین

p
q )( Gt+m ut,m = Ct+m + 

 یم ـکبـا   .میبدست آور يگریم از روش دیتوان ین جواب را میتوابع دلخواه هستند. هم G,Cه ک
ثابـت   یـک داده شـده برابـر عـدد     یتفاضـل ها در معادله  سیرنویزه مجموع کتوجه واضح است 

 ر نوشت:یل زکتوان به ش یو معادله را م g=t+mم یم دارینکمشخص  gن را با یاست. اگر ا
ut,g-t = put+1,g(t+1) + qut-1,g-(t-1)  

                                                                                                                                                          ut,g-t = wt:میده یقرار م

                                                                        wt= pwt+1 + qwt-1:    توان نوشت یپس م 

wt= c1+c2
t

p
q )( :شود با ید. جواب برابر مشو یمحل  یبراحت یلعموم یتفاضلن معادله یا           

 :فرض شوند پس g=t+mاز ثابت  ید به عنوان توابع دلخواهیبا c2 , c1ر یمقاد
 c1=Ct,m, c2=Gt+m  

   :دیم رسیر خواهیبه جواب ز ut,g-tدر  wtن یو همچن  wtر در ین مقادیا ینیگزیبا جا

ut,m = Ct+m + Gt+m
t

p
q )(  

 م. یه از روش اول بدست آوردکاست  یه همان جوابک
 17ن یتمر

 د.  ینکر را حل یز یئزج یتفاضلمعادلات 
1-    ut+1,m + 2ut,m+1 = 0 
2-    ut+1,m + 2ut,m+1 = 0        u0,m = 3t+2 
3-    ut,m+1 + 2um,t+1 = 3tm-4t+2 
4-    ut+h,m -3ut,m+k = t+m 
5-    (E1E2-2)(E1-E2) ut,m= 0 
6-    ut+1,m+2 - ut,m = 2t-m 

7-    ut+1,m+1-ut+1,m = ut,m      ut,0




=
>

=
01
00

t
t

  

8-    ut+2,m+2-3ut+1,m+1 + 2ut,m = 0 
9-    ut+1,m + ut,m+1 = 0 
10-  ut,m = ut-1,m-1 + ut+1,m+1 
11-  ut+3,m-3ut+2,m+1 + 3ut+1,m+2 –ut,m+3 = 0 
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 ناتیپاسخ تمر
 

 1نات یپاسخ تمر
1:  161−         2:   161−                3:    2b5              4:   2b5+ d                         3-  

1:  323−        2:   323−               3:    3b5               4:   3b5+d                         4-  
y5= 2qd+ 12c                                                                                                        5-  

 2نات یپاسخ تمر

1:  8t+2               2: 3 15 +t      3:  4                     4: 3t2+12t+15       5: (t+3)2    1-  

6:  3t3+9t2+6t      7:  0                8: 2t2+14t+19      9:  2t2+14t+19    10:  4t2 = 9t 
 :1ر یخ             :2بله                                                                                                          -2

1:  15t(4) + 20(3) – 14t(1) + 3        2:  -3t(-4) + 6t(-3)            3:  t(1) – t(-3)                    7-  
4:  24t(-5) -18t(-4) + 8                   5:  4t3 = 6t2 -16t + 28 
1:  1-3t(2)-2t(1)+2                        2:  2t(4) + 12t(3) + 19t(2) + 3t(1) + 7                       8-  

   3 ناتیپاسخ تمر
1:  yt= (-1)t10                             2:  yt= b( a1 )t             3:  -4(-3)5-t                      1-  

 4نات یپاسخ تمر
1:  yt= 3t + 1                               2:  yt= 3(4)t + 5(2)t         3:  yt= 2(3)t-5(2)t                1-  

4:  yt= 2(5)t + 6(-2)t                             5:  yt= 55(6)t + 2t+1       6:  yt= 3(2)t + 5(-2)t 

 5نات یپاسخ تمر
1:  x6+x2+x4+x3+x2+1= 0     2:  2x8–bx7+c= 0      3:  x8+d= 0     4: 1-x5=0     1-      

 6نات یپاسخ تمر

1:  yt= 3(5)t+2      2:  yt= 3(-3)t+1     3:  yt=5(
2
1

)t+2        4:  yt= -9(0.2)t+10       1-  

1:  yt=3(4)t+5(2)t-3        2:  yt=2(5)t+6(-2)t+1           3:  yt=3(2)t-5(-2)t-30           2-  
3:  yp= - ( )25 t         2:  yp= - 31 t       3:  yp= - 163       4:  yp=t3                                       3-  

 7نات یپاسخ تمر
1:  yt= a(-3)t+bt(-3)t                                                                             2:  yt= a(5)t+b+t(5)t                      1-  
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3:  yt= (10)t[2Cos(126.9°t)+3Sin(126.9°t)]+2     
4:  yt=(15)t[5Cos(36.9°t)+Sin(36.9°t)]  5: yt= (10)t[2Cos(53.1°t)+3Sin(53.1°t)]+1 

6:  yt= (15)t[5Cos(143.1°t)-Sin(143.1°t)]                7:  yt= 16Cos(90°t)-7Sin(90°t) 

1:  [-2.444]1010+2           2:  [-1.506]1010+1            3:  -16                                  2-  
1:  yt=c1(-3)t+c2(-2)t        2:  yt=2t              3:  yt= c1( 32− )t+c2(-2)t                              3-  

4:  yt= 6
5

(3)t+
6
7

(-3)t     5:  yt=4(-
2
3

)t    6:  yt= 22
t

Cos (
4

3 tπ
)   7:  yt=2t-1Sin (

2
πt

) 

8:  yt=(
2
5

)t[c1Sin(
2
πt

)+c2Cos(
2
πt

)]      9:  yt=3t(c1+c2t)       10:  yt=(-
2
1

)t(c1+c2t) 

11:  yt=5(2)t–2(3)t-3              12:  yt=c1Cos
4
πt

+c2Sin
4
πt

+c3Cos
4

3 πt
+c4Sin

4
3 πt

 

13:  yt=c1
2)

2
5(

t

+c2
2)

2
5(

t

− + 2)
2
5(

t

[c3Cos
2
πt

+c4Sin
2
πt

]   

14:  yt=2t(c1+c2Cos
3

2 tπ
+c3Sin

3
2 tπ

)    15:  yt=c1(2)t+c2(-2)t+4t(c3Cos
2
πt

+ c4 Sin
2
πt

) 

16:  yt=c1(2)t/2 (c2Cos
4

3 πt
+c3Sin

4
3 πt

) 

yt=(c1+c2t)2t+(c3+c4t+c5t2+c6t3)(-2)t+c7(4)t+5t(c8Costθ+c9Sintθ), θ=arctg )
3
4(− 4-  

5-                (E-2)2(E+2)4(E-4)(E2+6E+25)yt=0          ا:یو 
yt+9+6yt+8+5yt+7–136yt+6–48yt+5+464yt+4+3376yt+3+1792yt+2–6336yt+1–6400yt = 0 
1:  yt=2t(2t-1)                   2:  yt=1-1/2t                       3:  yt=2t(1-t)                       7-  
4:  yt=c13-t+c22-t              5:  yt=2(-1)t(1-t)                 6:  yt=c1+c2t+c3t2 

 9نات یپاسخ تمر
1:  3                2:  2    3:  1       4:  3  5:  0                                     1-  

 باشد.  یم -2ن صفر و یب یشه منفیگتر از دو است و ررشه مثبت بزیر -2
1:  f1=3x2–6x-3      f2=4x+2           f3= -0.75 

2:  f1=3x2-3       f2=2x-1           f3= 4
12       

1:  f1=3x2–6x+3       f2= 0                                                                                   5-  
2:  f1=3x2–6x+6      f2=-2x+2     f3=-3 

 .دارد x=1يشه مساویمعادله اول دو ر -7                 .شه مختلط داردیمعادله دوم دو ر -6
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 10نات یپاسخ تمر

1:  yt=c1+c22t+
6
1

4t                           2:  yt=2t(c1+c2t)+t2+4t+8                                       1-  

3:  yt= 2-t(c1Cos 
2
πt

+ c2Sin
2
πt

)+
5

2 2t
- 

25
57t

+ 
125
371

               4:  yt= 2
1

t2-
2
1

t+1 

5:  yt=(-1)t (c1+c2t)+¼t-¼+
9
1

(2)t    6: yt= 2
3

t(t-1)4t-2     7:  yt=c1+c22-t+
3

3t
-

2
9 2t

+
6

127
t 

8:  yt=2t(c1Cos
2
πt

+c2Sin
2
πt

)+
13
5

(-3)t+2t-
5
4

                   9:  yt=c1+c2(-1)t-
8
9

(3)-t 

10:  yt=2[Cos2t+Cos(2t-4)]/(1+Cos 4)     11:  yt=c1+c22t+c33t+2t+t2-
2
3

t(2)t-
24
1

5t 

12:  yt= c12t+c2(-2)t+2t(c3Cos 
2
πt

+c4Sin
2
πt

)-
15

2t
+

225
67

t-
3375
422

-
65

)3(4 t

 

13:  yt=c1(-1)t+c2Cos
3
πt

+c3Sin
3
πt

)+
q

t
cos1665

2

+
[8Cos(3t-9)+Cos3t] 

14:  yt= c1(3)-t/2+c2 (-3)-t/2+c3(-1)t+c4+3t(
11041

52
208

−
t

) 

2-                                                                                  




=+
≠−+

=
1
1)1/(

abtc
aabca

y
t

t 

 11نات یپاسخ تمر

1:  yt=c1+c22t+2(3)t-
6
1

(5)t                               2:  yt=(-2)t(c1+c2t)+ 7

2t
-

27
13t

+
9
7

            1-  

3:  yt=(c1+ 30
t

)3t+c2(-3)t+
4
t

-
16
3

        4:  yt=4t(c1+c2t)+ 32
3

t2(4)t-
36
5

(-2)t 

5:  yt=(
2
1

)t(c1Cos
4
πt

+c2Sin
4
πt

)+t3–6t2+2t+18+
41
5t

 

6:  yt=2t(c1+c2t)+ 48
2t

(t4–4t3+5t2-2t)      7:  yt=c1+c2t+c3t2+
6
1

t3+
12
1

t4-
8
1

3t-1  

8:  yt=c12t+c2(-2)t+2t(c3Cos
4
πt

+c4Sin
4
πt

)-
5
t

-
75
4

+
64

)2( 2t
+

65
3t

 

yt=c1(-6)t+c22t+
258
1

(25 3 Sin
3
πt

-105Cos 
3
πt

)                                              3- 
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 yt=c12t+c24t–3t+
3

2t
+

9
8t

+
27
38

                                                                             4-  

yt=c1+c2t+c3(-2)t+(c4+ 60
t

)3t-
72

4t
+

54
7 3t

-
108
77

t2                                                     

5-  

yt=(c1+c2t)Cos
2
πt

+(c3+c4t)Sin
2
πt

+
2
1

t-
4
7

                                                         6-  

 12 ناتیتمرپاسخ 

1:  yt=c12t+c23t+
2
1

t2+
2
3

t-
2
5

                  2:  yt=c1+c2t+t2+
6
1

t3+
9
1

4t                              1-  

3:  yt=(c1+c2t+ 2
3

t2)2-t                              4:  yt=c1Cos
2
πt

+c2Sin
2
πt

+∑
∞

=0r rt

r

2
)1(

+
−

 

5:  yt=c1+c2( 5
2

)t-
98
51

t+
14
3 2t

+
24
1

(-2)t 

6:  yt=c1Cos
3
πt

+c2Sin
3
πt

+
3

2 ∑
=

t

r 0

[
3

)1(sin
)!2(

1 +
−−

r
rt

π
] 

yt=c1+ 6
29t

+
2

2t
+

6

3t
+(c2- 2

5
t)2t+c33t                                                                  4-  

 14نات یپاسخ تمر

1:  yt=e(t-1)!-∑
∞

=0r
(t-1)(-r)           2:  yt= )!1(

)2( 2

−
−

t
c

+∑
∞

=0r
1

)(

2
)1(
+

−
r

rr t
                         

1-  

3:  yt=c(-1)t(t-1)!+t-1+∑
∞

=0r

(-1)r+1(t-1)(-r)                           4:  yt= 5
1

(t-1)![1+(-4)t-1] 

5:  
)!1(

1
−t ∑

∞

=0r

[2r+1r!-2r+t(t+r-1)!]              6:  (1+e)∑
−

=

1

1

t

r

(r-1)!-∑
−

=

1

1

t

s
∑
∞

=0r

(s-1)(-r) 

7:  yt=A(t-1)!∑
−

=

1

1

1t

r r
+B(t-1)!                          

8:  yt=c1(1+ ...
)7)(5)(3)(1()5)(3)(1()3)(1( 22

)6(

2

)4()2(

+++
ttt

)+c2(t(1)+ ...
)8)(6)(4(2)6)(4)(2()4(2 22

)7(

2

)5()3(

+++
ttt

) 
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9:  yt=c1( 2
3

)t(t-3)+c2(2)-t(t+1) 

1:  yt=c(t+1)+(t+1)∑
−

= +
−1

0 )!2(
)2(t

r

r

r
r

          2:  yt=c(t+1)-1+(t+1)∑
−

= +
−1

0 )!2(
)2(t

r

r

r
r

             

3-   

yt=
















+∑

∞

= +

+

−+

−+

+

+

1 1

1

1

11 ....1
r t

t

rt

rt

rt

rt

t

t

b
a

b
a

b
a

b
dc

+c2








−

−−

2

1

1

21 ....
a
b

a
b

a
b

t

t

t

t                            5-   

  15نات یپاسخ تمر

1:  yt=2/[1+c(-1)t]                                     2:  yt= 2221 +− /[1+c(2 32 − )-t] 
2:  yt=tg[c1Cos

3
2 tπ

+c2Sin
3

2 tπ
]              3:  yt=k1/2tg[c1Cos

3
2 tπ

+c2Sin
3

2 tπ
] 

5:  yt=e3-t      6:  yt=
tbctace 21 + ,a=

2
1

(1+ 5 ), b=
2
1

(1- 5 )     7:  yt=Cos[c(2)t]                               

8:  yt=
1)1( −− t

e (c1+c2t)                9:  yt=c13t ای   yt=c22t                        10: yt=2Cos(π /2t+1) 

11:  yt=tg[c+∑ tg-1( 22
1

)]         14: yt= B
bcac
bcac

tt

tt

−
+
+ ++

21

2
2

1
1 ; a,b=

2
1

[B± A42 +B ] 

15: yt= 
t

act
)...5)(3(1

)1)...(6)(4(2 −
 =t                         yt فرد        

tc
t

)...6)(4(2
)1)...(5)(3(1 −

 t زوج     

 16نات یپاسخ تمر

1:  ut=c1(-2)t+c2   vt=-c1(-2)t+
2
1

c2 

2:  yt= 4
1

(t-1)![c12t+1+c2(-2)t+1]                   zt=(t-1)![c12t+c2(-2)t] 

3:  ut={q(u0+v0)+[(1-p)u0-qv0](p-q)t}/(1-p+q) 
     vt={(1-p)(u0+v0)+[qv0–(1-p)u0](p-q)t}/(1-p+q) 
4:  ut=u0+(u0+v0)qt  vt=v0–(u0+v0)qt 
5: ut=(c1+c2t)( 8 )t+(c3+c4t)(- 8 )t,vt=(2c1+6c2+2c2t)( 8 )t-1+(2c3+6c4+2c4t)(- 8 )t-1 

ثبات یب :A0|=1.45 .3|ثبات یب: trace=-3. 2ا مختلط ی یها منف شهیر ،باتث یب:1 -6
4
1

 |A(1)|=- 

 17نات یپاسخ تمر
1:  ut,m=(-2)Ct+m     2:  ut,m= 2t(3t+3m+2)   3:  ut,m=(-2)-tCt+m+tm- ( )35 t- ( )32 m+2 



 159  ثبات پویاي تعادل

 

4:  ut,m= 3t/h(
k
m

h
t
+ )- khmt

4
3

4
1

2
1

2
1

+−−        5:  ut,m=2t/hCt/h-m/k+ Gt/h-m/k 

6:  ut,m=C2t-m-2t-m+1        7:  ut,m=( t
m )      8:  ut,m= 2tct-m+Gt-m+2mHt-m      9:  ut,m=Ct-m 

10: ut,m=Ct-mCos
3
πt

+Gt-mSin
3
πt

+Ht-mCos
3
πm

+Jt-m Sin 
3
πm

 

11: ut,m=Ct+m+tGt+m+t2Ht+m 
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