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  پیشگفتار 
های ریاضی در  ریزی مدل ع مناطق یکی از مهمترین عوامل پیمسئله شناسائی وضع موجود و تطبیق اوضا     

شـود، غالبـاً      های چند منطقه در یک خصوصیت خلاصه نمی         واضح است که تفاوت   . باشد  ای می   ریزی منطقه   برنامه
 در یک منطقه ممکن است خـصوصیتی خیلـی بـارز         .ها در یک منطقه با منطقه دیگر تفاوت بسیار دارد           خصوصیت

تــوان تمــام   آیــا مــی،ای دیگــر خــصوصیت دیگــری بــر ســایر خــصوصیات برتــری داشــته باشــد طقــهباشــد و در من
قه نسبت به مناطق دیگر باشد ایجـاد نمـود، و           طها را با هم جمع کرد و شاخصی که بیانگر وضع یک من              خصوصیت

را با تعداد قنات      های دیگری مانند روش فوق انتخاب کرد؟ جواب کاملاً واضح است که تعداد بیمارستان               یا روش 
حتی در بعضی اوقات دیده شده اسـت کـه پـس از    . توان جمع و تفریق نمود و معادن و صنایع به صورت ساده نمی      

های فوق خطاهای بـسیار        پرواضح است که روش    .نمایند  دادن وزنی به اقلام مذکور آنها را با هم جمع و تفریق می            
توانـد    باشند کـه هـرکس بـه سـلیقه خـود مـی              می در این مورد می    های عل   زیادی دارند و شاید نادیده گرفتن روش      

  . ها همه بیانگر یک مطلب باشند شاخص ایجاد کند ولی تضمینی ندارد که شاخص
هـای زیـادی کـرده         علوم اجتمـاعی پیـشرفت     ،بندی  های طبقه   های علمی و روش     در جهت ایجاد شاخص     

هـایی باشـیم      ه آنها را نادیده فرض کنیم و به دنبـال روش          های علمی است ک     ای بسا پشت پا زدن به واقعیت       است و 
هـایی سـعی      شاخصچندی پیش در جهت بررسی چنین       . عیت موجود را  قکه کلاً دیدگاه خود ما را ارائه دهد نه وا         

بنـدی    در طبقـه  ) بنـدی گروههـای همگـن       روش طبقـه  (تکـسونومی    آنـالیز " شد کـه مقالـه کوتـاهی تحـت عنـوان          
 نوشته شود که با استقبال فراوانی که از آن بـه  "ای ریزی منطقه های توسعه جهت برنامه     اخصها و ایجاد ش     شهرستان

. های متداول دیگـر انداختـه شـود         عمل آمد نگارنده را به این فکر انداخت که نگاهی هر چند مختصر نیز به روش               
روفیـت و کـاربرد زیـاد آن انتخـاب     های موجود بـه دلیـل مع   از میان انبوه روش کامپوننتز  پرینسیپال   لذا روش آنالیز  

  . گردید
ات در بررسی الگوهای اجتماعی نحوه بررسی       ضیایآید که شاید کاربرد ر      اوقات این فکر پیش می     غالب

شـود نـه    سازد ولی باید اذعان داشت که کـاربرد الگوهـای ریاضـی باعـث درک بهتـر مطالـب مـی               تر می   را مشکل 
 مطلب به شکلی ارائه شو که خواننده قدم به          ا بر این بوده تا در این مقاله       غامض شدن مسئله، بواسطه این امر سعی م       

در آخـر از    . قسمتی نامفهوم بماند و مطلب در نظر وی بریده جلـوه گـردد            قدم در فراگرد مسئله پیش رود نه اینکه         
ارم کـه سـایر     دار شـدند تـشکر نمـوده و امیـدو           آقای نبئی که ویرایش مقاله و خانم عنبری کـه تایـپ آن را عهـده               

های فکری خود دریغ ننموده و نگارنده را جهت تکمیـل و رفـع نـواقص ایـن مقالـه                      همکاران گرامی نیز از کمک    
  . راهنمایی فرمایند

  
  بیژن بیدآباد                 
  ای ریزی منطقه          کارشناس دفتر برنامه            
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  یپال کامپوننتز سآنالیز پرین

  
های  ترین تکنیک های اصلی یکی از قدیمی  یا مؤلفهPrinciple Componentsز آنالیز پرینسیپال کامپوننت  

تـوان آن را یکـی از بـا            بـوده و مـی     Multivariateهای چنـد بعُـدی یـا          های آماری با واریاسیون     تجزیه تحلیل داده  
اریـانس آنهـا    های خلاصه کردن یک تعداد از متغیرها به شـکل فـشرده و پیـدا کـردن سـاختار کو                     ترین راه   استفاده
ی مشکلات زیادی هائی را که از لحاظ ارزیابی کمّ        همچنین روش پرینسیپال کامپوننتز قادر است که پدیده       . دانست

 متدلوژی آن تا حـدی شـبیه بـه بـسط روش       .هائی ارائه دهد    آنها شاخص دارند را دسته بندی نموده و جهت توجیه         
 ارائـه  1901 در سـال  K. Pearson1باشد کـه توسـط     میOrthogonal Least Squaresحداقل مربعات ارتوگونال 
  .  برای تجریه و تحلیل ساختار همبستگی گسترش یافت1936 در سال  H.Hotelling 2گردید و بعد از آن توسط 

باشد نه بررسی تمام جوانب       مقصود ما از ارائه این مقاله فقط معرفی مختصر روش پرینسیپال کامپوننتز می              
  .  مراجعه نمودMultivariate Analysisتوان به متون  تر می ی توضیحات کامل برا.روش مذکور

 nو ...  و 2 و 1های مختلف   عضو بوده که هر کدام شهرستانnگیریم که شامل   را در نظر میFمجموعه 

ه بـه   ای هـستند ک ـ     های اولیـه    ها یا شاخص     که همان خصوصیت   mو  ...  و   2 و   1  باشد برای یک گروه از متغیرهای       
  . باشند های اولیه ما به شکل زیر می شوند یا به عبارت دیگر داده ها در الگو ظاهر می عنوان داده

).,...,,(...,),...,,(),,...,,()1( 21212211 mnmm yyyPyyyPyyyP  
  :را می توان به شکل ماتریس زیر نشان دادبردارهای فوق 

  ) الف(ماتریس 





























=

nmnn

m

m

YYY

YYY

yYY

Y

...

...

...

21

22221

11211

  

  
 .باشد  ام می iام از شهرستان    j معرف خصوصیت    ijY  و    j = 1 و   2 و   ... و   mو   i=1و 1 و   2و  ...  و   nدر ماتریس فوق    
  . گیری هستند قابل اندازه) ستون( خصوصیت mدارای ) ردیف( شهرستان nیعنی هر کدام از 

                                                 
1- K.Pearson, "On lines and plans of closest fit to systems of points in space", Philosophical Magazine, # (1901): pp. 
559 – 572.  
2- H. Hotelling, "Simplified calculation of principal components" Psychometrica I ( 1936) PP. 27 – 35.  
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شود که هر بعد متـربط         بعدی نمایش داده می    mبردار در فضای    یک  هر عضو از جامعه مذکور ما توسط        
 قرار داده و توزیع     3 را مساوی    mتوانیم    تر شدن آنالیز پرنیسیپال کامپوننتز می       برای روشن . وصیت است با یک خص  

  :نشان دهیم) 1(متغیرها را به شکل انبوهی از نقاط پراکنده به شکل نمودار 
  ) 1(نمودار           

  
  

iZهای نمونه     اند که نقطه میانگین     ی رسم شده  ربرای سهولت محورها طو   
−

 با مبداء مختصات یکی باشند البتـه ایـن          
ایم  فرض مهمی است بدین معنی که عضوهای ماتریس الف را به عنوان انحراف از میانگین هر ستون در نظر گرفته     

   :ایم که   تبدیل کردهX را به ماتریس Yیعنی ماتریس 
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  ماتریس ب                                                                
اگـر   گرچه   .گیری باشند    ها باید دارای یک مقیاس اندازه      Yijاز جهتی دیگر باید به خاطر داشت که تمام          

توان آنها را به شکلی که بعداً توضیح داده خواهد شد بکـاربرد             ند می گیری هم نباش    دارای یک مقیاس واحد اندازه    
داشـت تـا در محـل خـود توضـیح داده             ای به روش ما نخواهد زد و فقط باید بیاد           ولی به هر حال در این قدم لطمه       

  . شود
),,(دحوی هر محور یک بردار وا     ر ر ب   123 εεε  ال متغیرهای  ح. اند  های مناسب مشخص شده      در مقیاس

123 ,, XXX  توان به عنوان اسکالر قلمداد کرد بطوریکه هر بردار        را میiZ   بتواند به عنوان یک ترکیـب خطـی 
  : سه متغیر تعریف شوداز مشاهدات مربوط به 

        )         2( 1 1 2 2 3 3i i i iZ X X Xε ε ε= + +  
توانیم با     این شعاع را می    .کند  گیریم که از مبداء مختصات عبور می         را در نظر می    BCحال یک شعاع دلخواه مانند      

123سازد    ای که با محورهای مختصات می       سه زاویه  ,, ααα   شرط لازم برای اینکه شعاع مزبور      .  کاملاً معین کنیم
  : یک شعاع واحد باشد باید داشته باشیم

13
2

2
2

1
2 =++ ααα CosCosCos  

 BC هـر تـصویر بـر روی         . بوسیله یک عمودی تصویر شده است      BCکنید هر بردار بر روی شعاع       فرض  
123تواند توسط یک تابعی از سه کسینوس زوایای           می ,, ααα           برابـر   تعریف شود به ترتیبی که در ازای هر بردار

  : باشد با 
)         4( 333222111 . αεαεαε CosXCosXCosXZ iiii ++=  

  
باشـند بطـور تـصادفی     اجتماع بردارها، که به هر کدام بیانگر یک عضو از جامعه مـی     کنیم    حال فرض می  

اگر شعاع مورد نظر ما بخواهد   ). 1(اند مانند نمودار       را تشکیل داده   (Ellipsoid)سوئید  پتوزیع نشده و یک شکل الی     
صلی آن باشد این موضوع را از دو        سوئید در نظر گرفته شود باید هر چه نزدیکتر به محور ا           پبه عنوان نماینده این الی    

  : توانیم بدست بیاوریم راه می
 با حداقل کردن مجموع مجذورات فواصل از هر نقطه تـا تـصویر آن بـر روی شـعاع کـه روش رگرسـیون                         –الف  

  . باشد ارتوگونال می
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رات بـا حـداکثر کـردن مجمـوع مجـذو         :  با حداکثر کردن واریانس تصاویر بر روی شعاع بـه عبـارت دیگـر              –ب  
  .درازای تصاویر بردارها

 است بطوری که واریانس حداکثر شود با توجه به این شـرط کـه شـعاع          αقدم بعدی ما انتخاب زوایای      
  . بدست آمده واحد باشد و از مبداء مختصات عبور کند

  : کنیم  برای سهولت فرض می
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  : واریانس تصاویر بر روی شعاع برابر خواهند بود با
2

1331221111 )()8( XaXaXaV ++=  
  

2
2332222112 )()9( XaXaXaV ++=  

  
2

3333223113 )()10( XaXaXaV ++=  
  

321)11( VVVV ++=  
  

  : یا ) 11(واریانسها برابر خواهد بود با مجموع کل 
2

33221
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   : باید حداکثر گردد به شرطی کهVحال تابع 

1)13( 2
3

2
2

2
1 =++ aaa  

گـردیم بـه صـورت     حـال دوبـاره برمـی   . حاصل شده اسـت ) 3(در معادله ) 7(و ) 6(و ) 5(با جایگزینی  ) 13(شرط  
  : گیریم  باشد بردارهای زیر را در نظر میj = 1 و 2و ...  و mاصلی مسئله که 

m x                                                                1:  بابعاد aبردار ستونی 
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  :توانیم به شکل زیر بنویسیم  را می) 13(پس شرط 
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  بـه شـکل زیـر در خواهـد     j = 1 و 2و ...  و mرا به خود گرفته اسـت بـرای    ) 12( شکل معادله    m = 3رای   ب Vتابع  
  : آمد

2
1 1 2 2

1

2

1 1

(18) ( ... )

(19) ( )

n

i i i im
i
n m

j ij
i j

V a X a X a X

V a X

=

= =

= + +∑
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آن را بسط دهیم به شـکل زیـر   ) 18(یا ) 19(اگر شکل . باشد  می(Quadratic) کوادراتیک Vواضح است که تابع    
  : درخواهد آمد

2 2
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  : یا 
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   :کنیم ماکزیمیم می) 17( را با توجه به محدودیت Vتابع ) 21(حالا شکل 
2 2

1 1 1
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n m n k m

j ij r k ir ik
i j i r k

m

i
i

Max V a x a a x x

S To a

=

= = =

=

= +∑ ∑ ∑ ∑

=∑

p  

  : کنیم گرانژ استفاده میلابرای حل مسئله فوق از روش 
2 2 2

1 1 1 1
(23/1) : 2 ( 1)
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Max L a x a a x x aλ
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 گرفتـه   λ,iaهای جزئی را نـسبت بـه          رت دیگر مشق  دهیم یا به عبا     شرط لازم برای ماکزیمم کردن را تشکیل می       

  : مساوی صفر قرار داده 
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 بدست آمده که اگـر آنهـا    λها و   iaباشد پس از حل مقادیر         معادله می  m+1 مجهول و    m+1دستگاه بالا دارای    
  : را در معادلات 

),...,2,1(...)6/23( 221 nixaxaxaZ immiiii =+++=  
. باشد  شهرستان میnهای اصلی یا پرینسیپال کامپوننتز متغیرهای ما برای       بدست آمده که مؤلفه    iZبگذاریم مقادیر   

 را علامـت دیفرانـسیل در نظـر بگیـریم و          dه شهرسـتان کـافی هـم بایـد برقـرار باشـد بـه ایـن ترتیـب کـه اگـر                        البت
jiij dadaV           را مشتق مرتبـه دوم نـسبت بـه ia     و بعـد ja              در نظـر بگیـریم نامـساوی زیـر کـه قـسمت چـپ آن 

  3. باشدکوادراتیک است برقرار
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  . خواهد شد
ها حـل کـرد و تـسهیلاتی در           یم به روشی که بتوان آن را با استفاده از جبر ماتریس           گرد  حالا دوباره برمی  

مـاتریس  ( هـا     های ماتریس داده    های متفاوت در ستون     جهت حل سیستم معادلات فوق ایجاد کنیم و یا اگر مقیاس          
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 عناصـر قطـر   .باشـند   تمام اعضای آن نسبت به قطر ماتریس قرینـه مـی   mxmبا ابعاد ماتریسی است مربع S  ماتریس
ان کواریانس بین دو    دهنده واریانس یک متغیر و عناصری که خارج از قطر اصلی قرار دارند به عنو                اصلی آن نشان  

  : اعضای تشکیل دهندۀ آن. باشند متغیر می
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  :به شکل زیر است) 7/23(توان نشان داد که معادله  براحتی می. باشد می
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آید ولی شکل مزبـور شـکل کلـی بدسـت آوردن      شکل فوق بدست می  ) 7/23(در  ) 36(با گذاشتن معادلۀ    
rkσرا جایگزین کنیم به شکل زیر خواهد بود) 34(و ) 33(معادلات ) 7/23(باشد که اگر در  می:  
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در  بکـار بگیـریم و    را بایـد  ) 9/23( محاسـبه کنـیم      Y را از مـاتریس      Sدر صورتی که بخـواهیم مـاتریس          
  .را بکار بریم) 8/23( استفاده کنیم باید X که بخواهیم از ماتریس یصورت

   :کنیم رابطه زیر را ماکزیمم می) 23(با توجه به محدودیت ) 22(حال به جای ماکزیمم کردن تابع 
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  : را بسط دهیم به صورت زیر در خواهد آمد) 26(است چون اگر رابطه ) 23(و ) 22(مسئلۀ فوق همان مسئله قبل 
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باشـند و مجمـوع آنـان          مساوی صفر هستند بدلیل اینکه انحراف از میانگین مـی          ,
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  . است) V )19 که همان تابع 
 پس مسئله مـا در اصـل تفـاوتی نکـرده            .باشد  می) 23(همان محدودیت   ) 27(واضح است که محدودیت       

 دوبـاره از روش     BCبرای پیدا کردن شـعاع       .)27(با توجه به محدودیت     ) 26(گردیم به حل مسئله       ال برمی حاست  
   :نویسیم کنیم شرط لازم را می لاگرانژ استفاده می

[ ](39) : (1 )Max L λ′ ′= + −a Sa a a  
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I های واحد و صفر هستند با ابعاد  ماتریس0 وmxm  1 وmx  

(42) (1 ) 0Lδ
δλ

′= − =a a  
  : شود فاکتور بگیریم می) 41(بطه  را aاگر از 

(42 /1) ( )λ− =S I a 0  
  : به شکل زیر است) 1/42(گسترده 
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)(شود که حداقل یکی از  شکل فوق به شرطی برقرار می IS λ− و یا aبه عبارت دیگر یا .  مساوی صفر شوند :  

(44) ( )λ− =S I 0  
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 و  trivialباشـد کـه دارای دو دسـته جـواب     دسـتگاه معـادلات همگـن مـی    ) 1/42(واضح است دسـتگاه    

nontrivialباشد دسته جواب   میtrivial  گیـرد اگـر    را نادیـده مـی  ) 27(است ولی محـدودیت  ) 47( برابر با رابطه
) 48(یـا  ) 44( را بدست آوریم تا محدودیت ما هم برقرار باشد بایـد از رابطـه    nontrivialهای  بخواهیم که جواب
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 مربع از AX=0 در سیستم معادلات همگن Aماتریس ریم که اگر   ها دا   ای در جبر ماتریس     طبق قضیه . استفاده کنیم 
 A اسـت اگـر و فقـط اگـر مـاتریس             nontrivial دارای دسته جـواب      AX=0 باشد سیستم معادلات همگن      nمرتبه  
پـس سیـستم معـادلات همگـن         4 مساوی صفر باشـد    A ترمینان ماتریس د باشد یا به عبارت دیگر       (Singular)مفرد  

( )λ− =S I a ) دارای دسته جواب غیرصفر است اگر دترمینان ماتریس0 )λ−S Iمساوی صفر باشد یا :  
 det.( ) 0λ− =S I  

             : یا 
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 کـه    شناخته شده است صورت مسئله این است       eigenvalueها بنام مسائل      حل مسائلی از قبیل فوق در جبر ماتریس       

  :  را پیدا کنید بطوریکه a و بردار غیر صفر λرا داریم مقادیر اسکالرهای ) 1/42(دستگاه 
(50) λ=Sa a  

 را a و Sی eigenvaue را λصادق اسـت    ) 50( که درون معادله     a و بردار غیر صفر      λبرای هر اسکالر    
S ,eigenvector  ــه ــسبت ب ــیλ ن ــامیم  م ــای واژه. ن ــا( value   Characteristicه و ) root   Characteristicی

Characteristic vector نیز به ترتیب همچنین برای λ و aریشه یـا مقـدار کرکتریـستیک و    (شود   به کار برده می
  ). رکتریستیکبردار ک

گیریم همانطور که گفته شد دستگاه مـذکور دارای یـک دسـته               را در نظر می   ) 1/42(حال دوباره معادله    
را حـساب کنـیم بـه یـک     ) 49(اگر دترمینـان  . برقرار باشد) 49( است اگر شرط  nontrivialهای غیر صفر  جواب

   : خواهیم رسیدλ بر حسب m از درجه (Polynomial)لینومیال وپ
1 2

1 2 1(51) ( 1) ...m m m m
m m oλ λ β λ β λ β λ β− −
− −− = − + + + + +S I  

هر مقـداری  . شود  نامیده میS (Characteristic Polynomial)پولی نومیال فوق به نام پولی نومیال کرکتریستیکِ 
بـدین  . شـود  مـی ) 1/42(صادق باشد منتج به ایجاد یک دستگاه معادلات همگـن از نـوع             ) 49( که در معادله     λاز  

 داشـته باشـد ماننـد ایـن اسـت کـه             nontrivialهای    جواب) 1/42( به ترتیبی که     λترتیب مسئله پیدا کردن مقدار      
  . های پولی نومیال کرکتریستیک زیر را پیدا کنیم ریشه

0...)1()52( 1
2

2
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1 =+++++− −
−

−
− o

m
m

m
m

mm ββλβλβλ  
دارد کـه بعـضی از آنهـا ممکـن اسـت      )  نه لزوماً متمـایز ( ریشه m) 52(کند که معادله  قضیه اصلی جبر تضمین می  

هـای کرکتریستـسک      ریـشه . هـای آن برسـیم      را حـل کـرده بـه جـواب        ) 52(پس بایـد    .  باشند (Complex)مختلط  
(Characteristis root)  آن را بدست آوریم ),...,,( 21 mλλλ .اگـر  : ها داریم که ای در جبر ماتریس طبق قضیه

                                                 
      Computational Matrix Algebra (1974), David I . Steinberg Mc Graw Hill; Theorem 6-9, p. 153.- 4   
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jiijیعنـی   ( شـود قرینـه بـوده          دترمینان آن پولی نومیال کرکتریـستیک مـی        ماتریسی که  σσ  و تمـام عناصـر آن     =
 از طرفـی دیگـر بـاز طبـق          5.های کرکتریستسک آن پولی نومیال نیز حقیقی هستند          باشند، تمام ریشه   (real)حقیقی  

 همـه مثبـت     (eigenvalues) کرکتریـستیک آن     هـای    باشد ریشه  Positive–definiteدیگری اگر ماتریسی     6قضیۀ  
  . هستند

و بـا   . مثبـت و حقیقـی هـستند      مـا   هـای       eigenvalueگیریم که تمام      های فوق نتیجه می     با استفاده از قضیه     
هـای    هـای پنهـان انتخـاب کنـیم روش          های محاسبه ریـشه     ترین روش را از میان روش       توانیم ساده   داشتن این امر می   

),,...,( ها   eigenvalueآوردن  زیادی برای بدست     21 mλλλ   و eigenvector   1 ها 2( , ,..., )ma a a    وجـود دارد 
  : 7از جمله

  (Greschgorin)شگورین ر ها با استفاده از دیسک گeigenvalueپیدا کردن حد فواصل  -1
  (Power Method)  روش توان  -2

 (Deflation and Power Method) روش توان و دیفلاسیون  -3

 (Jacobi’s Method) روش ژاکوبی   -4

 (Givens Method)  روش گیونز   -5

 (Householder’s Method ) روش هاوزهولدر  -6

     LR      (LR    Algorithm)ریتم والگ -7

  )(QR     QR   Algorithmریتم وگلا -8

رسد کـه   نظر میترین روش، روش توان به  های مذکور در فوق بهترین و ساده با توجه به نکات یاد شده روش     
 در ایـن روش پرینـسیپال کامپوننتزهـا         . ها را پیدا کنیم    eigenvalueتوانیم بزرگترین مقدار قدر مطلق        توسط آن می  

 ها مثبت و حقیقی هستند روش توان برای         eigenvalue داریم و چون تمام      eigenvalueاحتیاج به بزرگترین مقدار     
  . رسد تر به نظر می  از همه مناسبeigenvalue (Principal eigenvalue)بدست آوردن بزرگترین 

هـای     که قرینه بـوده و دارای ریـشه        mxmکنیم که روش توان را برای یک ماتریس مربع با بعاد              حال سعی می  
 eigenvalueباشـد      نیز حقیقی و قرینه می     Sاز آنجائیکه ماتریس    . کرکتریستیک مثبت و حقیقی باشد توضیح دهیم      

  باشـــد کـــه آنهـــا را بـــا      مـــستقل خطـــی مـــی  eigenvector و n دارای Sهـــستند و حقیقـــی  نیـــز Sهـــای 
2 1,..., ,ma a aکنـــیم کـــه   مـــشخص مـــیja یـــک eigenvector در رابطـــه بـــا jλباشـــد  مـــیj=1,2,…m    

                                                 
5 Maxima and Minima; theory and economic applications R. Frisch; Dordrecht, Holland, 1966; theorem 13. 60, p. 
164.  

Computational Matrix algebra, D.I. Steinberg, Mc Graw hill, 1974.  -6   
7 Applied numerical methods, Carnahan, Brice, H.A. Luther & James O. Wilkes Wiley, New York, 1969.  
Computer solution of linear algebraic systems; Forsythe , George & Cleve B. Moler, Printice Hall, Englewood cliffs 
N.J. 1967.  
Matrix theory, Franklin J.N. Printice Hall, Englewood, cliffs, N.J.1968.  
Introduction to numerical analysis, Froberg C.E. Addison – Wesley reading Mass. 1969.  
Isaacson, E. & Keller H.B. Analysis of numerical methods Wiley N.Y. 1966.  
J. H. Wilkinson, The algebraic eigenvalue problem, Oxford University press, London 1965. 
Computational Matrix Algebra, D.I. Steinberg, Mc Graw hill, 1974. 
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j jλ=Sa a     بدین ترتیب این m   ، eigenvector    پایـه    یـک(basis)        بـرای مجموعـه همـه m  هـای بردارهـا       مؤلفـه
mγγγیک مجموعـه واحـدی از اسـکالرهای     W0یا به عبارت دیگر با هر برداری مانند         . دهد  تشکیل می  ...,,, 21 
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mjj ها باشد    jλ بزرگترین مقدار    1λایم که     چون فرض کرده    ...,,1,1 =λλ f  وقتی که kیابد   افزایش می
 kرا بگیریم به طوری کـه  ) 58( پس اگر حد دشو است کوچکتر و کوچکتر می) 58(ای که در سمت راست   جمله

  : بی نهایت میل کندبه سمت 
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  : گیریم های زیر را در نظر می  استفاده کرد ماتریس1λتوان از نتیجه فوق در جهت محاسبه  ببینیم که چگونه می
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  : توان نوشت می) 57(با استفاده از معادله . باشد  علامت ترانسپوز میTکه 
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 بـه  kاست کـه اگـر   ) 63(باشد و آن نسبت ارائه شده در  بل محاسبه میای داریم که قا   حالا رابطه ) 63(با استفاده از    

 چقـدر  kبـرای اینکـه معـین شـود کـه مقـدار       . کند  میل می1λبه سمت   ) 63(اندازه کافی بزرگ باشد مقدار کسر       
kppk و پـس از آن نـسبت   kW+1را بکند باید هر دفعه بردار ) 63(که کفایت رابطه   افزایش یابد    WW  محاسـبه  +1,/

واقـع  )  رقـم اعـشار    4مـثلاً تـا     (ها تقریباً درون حدود قابل قبولی از لحاظ تفـاوت             هر وقت که تمام این نسبت     . شود
 در واقـع یـک      )آخـرین مقـادیر محاسـبه شـده        (kW+1در این زمـان بـردار       .  نیست kشدند دیگر لزومی به افزایش      

eigenvector 1 نسبت بهλداریم) 63(و از معادله .  خواهد بود :  

kk WW 11 λ≈+  
       :                                                      و با تعریف بیان شده داریم که

kk SWW =+1  
 باید در نظـر داشـت       Wkهای     عبارت از این است که در محاسبه بردار        دذکر شو یک جزء محاسباتی دیگر که باید       

 در موقـع    Wkهـای     و بدین ترتیب مؤلفه   ) 57( بزرگتر از یک باشد سمت راست معادله         1λاگر  ) 57(که در معادله    
11به عبارت دیگر    .  افزایش بیشتری دارد   kافزایش   pλ شد این جمله در موقـع افـزایش          باk       بـه سـمت صـفر میـل 

علـی رغـم محاسـبه      : گیـریم   شکل محاسباتی اجتنـاب شـود تغییـرات زیـر را بکـار مـی               م برای اینکه از این   . کند  می

 بردارهای Wk,…,W1,W0بردارهای 
∧∧∧

01 ,...,, WWW kکنیم بطوری که  را نیز محاسبه می :  

{ }0 1,2,...,

1

(64)

(65) 1/ max

(66)

k k k

k m kp

kk

W W

W

W SW

µ

µ

∧

=

∧

+

=

 =  

=

  

های بردارهای     ین مؤلفه بنابرا
∧

+

∧

kk WW  همیشه کوچکتر یا مساوی یک هستند و حـداقل یکـی از آنهـا مـساوی                 1,
ضـمناً بایـد بخـاطر داشـت الان نـسبت           . رود  یک خواهد بود بنابراین مشکل مذکور در پاراگراف قبـل از بـین مـی              

11های   باید به کار برد نه نسبت مؤلفه1λ را برای محاسبهWk به Wk+1های  مؤلفه , ++

∧

kk WW .   
  :کنیم  خلاصه می1λحالا روش توان عنوان شده را برای محاسبه 

  . دهیم  را مساوی یک قرار میk را انتخاب نموده و W0بردار دلخواه  -1

kkkعبــارت  -2 WW µ=
∧

ــا اســتفاده از ــه  را ب kkحــساب نمــوده ســپس ) 65( معادل WSW
∧

+  را محاســبه 1=
 . کنیم می

kpWبرای هر  -3
∧

 : کنیم  نسبت زیر را حساب می(P=1, 2 , …, m) غیر صفر 
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∧

+= kppkp WWr  
یـا  ( تقریبـاً مـساوی بودنـد        اگر همه آنها  . کنیم   محاسبه شده است مقایسه می     3  را که در قدم       rpهای    نسبت -4

  : سپس) درون فاصله مورد نظر از لحاظ صحت واقع شدند
1

1 1

(68)

(69)
p

k

r

a W

λ

+

=

=
  

کنیم و بـه قـدم دوم          را یک واحد اضافه می     kها تقریباً مساوی نبودند       اگر این نسبت  . رسد  باشد و روش به پایان می     
انتخـاب  بـه   های محاسباتی فـوق بـستگی شـدید            حلقه ای که قابل ذکر است این است که تعداد          نکته. گردیم  بر می 
باشـد کـه درجـۀ      چـه    W0 دارد ولی هنوز معیاری در دست نیست که بتوان از قبل تعیین کرد کـه بـردار                    W0بردار  

  .  روش توان بیشتر شود(Convergence ratio)همگرایی 
هـای     اگـر از روش    .کنـیم    را پیـدا مـی     S نسبت به    eigenvalue یا بزرگترین    1λحال به طریق فوق مقدار      

 را نیـز    1λ مربـوط بـه    eigenvectorگشتیم پس از بدست آوردن آنها بایـد            می S های   eigenvalueدیگر به دنبال    
 معادلـه   دهـد ماننـد      را هم ارائه می    eigenvalue مربوط به بزرگترین     eigenvectorولی روش توان خود     . پیدا کنیم 

)69 .(  
  Eigenvector پیــدا شــده a1 نــسبت ب بزرگتــرین ریــشه پنهــان (eigenvalue)1 یــاλ را درون دســتگاه 

  : یندآ می شهرستان بدست nاصلی یا پرینسیپال کامپوننتز برای های  معادلات زیر بگذاریم مؤلفه
mm yayayayaZ 11331221111 ...)70( ++++=  

mm yayayayaZ 21332222112 ...)71( ++++=  

mm yayayayaZ 33333223113 ...)72( ++++=  
                …………………………………………… 
                ………………………………………….... 
 

nmmnnnn yayayayaZ ++++= ...)73( 332211  

  : توانیم بنویسیم را به شکل زیر می) 73(تا ) 70(معادلات 
(74) a=Z y  

 را تـشریح  Y ع اعظـم واریـانس توزی ـ  آینـد قـسمت    از دستگاه فوق بدست مـی  Zn  تا    Z1متغیرهای جدید     
ای کـه قـبلاً اشـاره         گردیم به نکتـه     حالا برمی . نمایند  نموده و متغیرهای اصلی را با حداقل کاهش اطلاعات بیان می          

 بایـد یکـسان   Yیـا  ) الـف (های متغیرهای به کار گرفته شـده در مـاتریس        رض کردیم که تمام مقیاس    فشد در اول    
هـا مـساوی نبـود در     یا ماتریس واریانس کواریانس اسـتفاده کنـیم اگـر مقیـاس     Sماتریس باشند تا بتوانیم از روش     
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 نیـز   Rماتریس  . بریم   را به کار می    R کواریانس ماتریس همبستگی     –به جای ماتریس واریانس     ) 26(یا  ) 24(مسئله  
  : باشد ر با یک می و نسبت به قطر اصلی آن قرینه بوده و قطر اصلی آن برابmxmماتریسی است مربع بابعاد 
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krوقتی  krrk باشد ≠ ρρ .1 باشد r=k و وقتی = =rkρ مقادیر rkρ.شوند از فرمول زیر محاسبه می :  
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یـا  ) ج( در مـاتریس  rkσ کـه همـان   (Cov(yr , yk))باشـد    مـی (yr  ,  yk)معـادل کواریـانس   ) 75(صورت کـسر  

  و واریانس  yrبرابر با واریانس ) 75(مخرج کسر . است) 6/23(باشد یا به عبارت دیگر همان فرمول   میSماتریس 
ykتوان  باشد که می  می rkρرا به شکل زیر نوشت  :  

)()(
),(

)76(
kr

kr
rk yVaryVar

yyCov
=ρ  

 –مـاتریس واریـانس    (Sیـا مـاتریس     ) ج( مـاتریس    rkσتوانیم بکنیم این است کـه       می) 76(تعریف دیگری که از     
مـاتریس   (Rالبته خواص ریاضی آنالیز پرینسیپال کـامپوننتز در زمـانی کـه مـاتریس       . ایم  را نرمال کرده  ) کواریانس
شـود یکـسان    اسـتفاده مـی  )  کواریـانس –مـاتریس واریـانس   (Sشود با زمانی که ماتریس      میبکار برده   ) همبستگی

  . گیرد نیست ولی به هر حال به این شکل مکرراً مورد استفاده قرار می
های متفاوت را از بین ببریم این است که از اول ماتریس  توانیم اتخاذ کنیم تا مقیاس     روش دیگری که می     

Yبرای این کار اول میانگین هر ستون از ماتریس 8. را استاندارد کنیم Yکنیم  را محاسبه می :  

∑
=

−

=
n

i
ijj y

n
y

1

1  
  :کنیم  را محاسبه میYسپس انحراف معیار هر ستون از ماتریس 

                                                 
و کاربرد ) های همگن بندی گروه روش طبقه(آنالیز تکسونومی : توان رجوع کرد به   توضیح کامل روش استاندارد کردن می برای- 8

) اراک( سازمان برنامه و بودجه استان مرکزی ،ای ریزی منطقه های توسعه جهت برنامه ها و ایجاد شاخص بندی شهرستان آن در طبقه
 . 1362 تیرماه ،بیژن بیدآباد
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دهـیم   شکیل مـی  ت ـnxm را ب ابعـاد  D ماتریس Yبا در دست داشتن میانگین و انحراف معیار هر ستون از ماتریس     
  : به طوری که هر عضو آن برابر با فرمول زیر باشد
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  : دهند پس  را تشکیل میXواضح است که صورت کسر فوق اعضاء ماتریس 
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 سری نکات اساسی برای استفاده علمی این روش را باید یادآور شـویم در درجـه اول بایـد بـه                      حال یک   
های مـا بایـد طـوری انتخـاب شـوند کـه توسـعه یـافتگی یـک تـابع             متغیرها یا خصوصیت  mخاطر داشت که تمام     

هـای بیمارسـتانی دانـست        تختتوان توسعه یافتگی را یک تابع افزاینده از تعداد            مثلاً می . افزاینده از آن متغیر باشد    
ای از    در صورتی که توسـعه یـافتگی تـابع کاهنـده          . های ناشی از سؤ تغذیه دانست       ولی یک تابع کاهنده از بیماری     

گیرند    قرار می  Yام ماتریس   jتوان تمام اطلاعات مربوط به آن خصوصیت را که در ستون              یک خصوصیت بود می   
 Zواضح است که در آخر کار محاسبات که بـه بـردار             . را شروع نمود  بعدی  از اول معکوس کرد و بعد محاسبات        

  . باشد های دیگر می تر از شهرستان  آن بزرگتر بودتوسعه یافتهzهر شهرستانی که . خواهیم رسید
  : عملیات لازم برای محاسبه پرینسیپال کامپوننتز به طور خلاصه در زیر آورده شده است

  . دهیم  را تشکیل میYماتریس  -1
 کنیم   محاسبه میY را با استفاده از Xاتریس م -2

 . نمائیم  محاسبه میX را با استفاده از R و یا Sماتریس  -3

4-  Eigenvector   S یا R را نسبت به بزرگترین eigenvalueکنیم  محاسبه می . 

 . کنیم  را حساب میZگذاریم و مقادیر   میZ=Ya را در معادله 4بردار حاصل از  -5

هـای اصـلی یـک مثـال سـاده آورده شـده اسـت در اینجـا                     روش بدسـت آوردن مؤلفـه      تـر شـدن     برای واضح 
  . دهیم  را از لحاظ وضعیت آموزش و پرورش مورد بررسی قرار مییهای استان مرکز ن شهرستا
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  : باشند های استان مرکزی به شرخ زیر می شهرستان
  قم  : ز    آشتیان   :  د     اراک   : الف 

  محلات   : ح    ن خمی  : ه    سربند      :   ب 
  دلیجان   : ط    ساوه   :و    تفرش   : ج     

  : آمارهای بکار گرفته شده در مسئله نمونه عبارتند از
 ساله  6 – 17آموزان استثنائی شهرستان تقسیم بر کل جمعیت          های دانش   های آموزشگاه   تعداد کل کلاس   -1

  شهرستان 
  ساله شهرستان 6 – 10های مدارس ابتدائی تقسیم بر کل جمعیت  تعداد کل کلاس -2

  ساله شهرستان 11 – 13های مدارس راهنمایی تحصیلی تقسیم بر کل جمعیت  تعداد کل کلاس -3

  ساله شهرستان 14 – 17های متوسطه عمومی تقسیم بر کل جمعیت  های دبیرستان  تعداد کل کلاس -4

   ساله شهرستان14 – 17های فنی تقسیم بر کل جمعیت   های هنرستان  کل کلاستعداد -5

  ساله شهرستان 14 – 17ای تقسیم بر کل جمعیت  های مدارس بازرگانی و حرفه تعداد کل کلاس -6

  ساله شهرستان 6 – 17تقسیم بر کل جمعیت های مدارس دوره عمومی  تعداد کل کلاس -7

  ساله شهرستان 6 – 17های مدارس دوره تکمیلی تقسیم بر کل جمعیت  تعداد کل کلاس -8

  : ماریآمنابع 
 اداره کل آموزش و پرورش استان مرکزی        61 – 62سال  ) اراک(زش و پرورش استان مرکزی      آمار آمو  -

  ) اراک(
 مرکـز  1355 منتج از سرشماری عمـومی  1362آمار جمعیت لازم التعلیم شهرستان های کشور برای سال         -

  مرکز آمار ایران –آمار ایران 
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  1 جدول Yijماتریس 
خصوصیت 
  شهرستان

)1(  )2(  )3(  )4(  )5(  )6(  )7(  )8(  

  021/0  024/0  034/0  088/0  868/0  160/2  793/3  015/0  اراک
  0  006/0  0  043/0  224/0  759/0  658/3  0  سربند
  0  0  018/0  129/0  019/1  222/2  489/5  010/0  تفرش
  0  0  0  0  767/0  280/2  546/5  0  آشتیان
  020/0  010/0  025/0  062/0  608/0  768/1  433/4  027/0  خمین
  010/0  008/0  014/0  092/0  665/0  038/0  517/4  013/0  ساوه
  018/0  014/0  018/0  050/0  492/0  706/1  050/3  0  قم

  0  020/0  032/0  258/0  292/1  709/2  550/0  0  محلات
  048/0  024/0  0  0  174/1  449/2  893/4  0  دلیجان
9

1I
Y ij

=
∑  065/0  928/40  091/17  109/7  722/0  141/0  106/0  117/0  

jy
−

  007/0  547/4  899/1  790/0  080/0  016/0  012/0  013/0  
  . اند  ضرب شده100ها در  برای صحت بیشتر همه نسبت

  
  2 جدول xIJماتریس 

خصوصیت 
  شهرستان

)1(  )2(  )3(  )4(  )5(  )6(  )7(  )8(  

  008/0  012/0  018/0  008/0  078/0  261/0  -754/0  008/0  اراک
  -013/0  -006/0  -016/0  -037/0  -566/0  -140/1  -889/0  -007/0  سربند
  -013/0  -012/0  002/0  049/0  229/0  323/0  942/0  003/0  تفرش
  -013/0  -012/0  -016/0  -08/0  -023/0  381/0  999/0  -007/0  آشتیان
  007/0  -002/0  009/0  -018/0  -182/0  -131/0  -115/0  020/0  خمین
  -003/0  -004/0  -002/0  012/0  -125/0  -861/0  -03/0  006/0  ساوه
  005/0  002/0  002/0  -030/0  -298/0  -193/0  -497/1  -007/0  قم

  -012/0  008/0  016/0  178/0  502/0  810/0  003/1  -007/0  محلات
  035/0  012/0  -016/0  -080/0  384/0  550/0  346/0  -007/0  دلیجان
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   3 کواریانس  جدول –نس  واریا(S)ماتریس 

)8(  )7(  )6(  )5(  )4(  )3(  )2(  )1(    
00014/0  00003/0- 00053/0  00027/0  00307/0- 00758/0- 00862/0  00075/0  )1( 
02884/0- 01747/0- 00690/0- 16649/0- 74426/1  22768/3  62506/6  00862/0  )2( 

01718/0  01792/0  02180/0  12761/0  53760/1  37154/3  22768/3  00758/0- )3( 
00983/0  00674/0  01119/0  10398/0  91642/0  53760/1  74426/1  00307/0- )4( 
00448/0- 00108/0  00600/0  02969/0  10398/0  12761/0  16649/0- 00027/0  )5( 
00015/0- 00041/0  00144/0  00600/0  01119/0  02180/0  00690/0- 00053/0  )6( 
00081/0- 00070/0  00041/0  00108/0  00674/0  01792/0  01747/0- 00003/0- )7( 

00205/0  00081/0  00015/0- 00448/0- 00983/0  01718/0  02884/0- 00014/0  )8( 
  

11/)1138592 (         4 جدول –بردار انتخابی و دور محاسباتی اول  =µ  
W1 wO 

37-  W11 100000  W01  

1،138،592  W12 100000  W02 

831،375  W13 100000  W03 

432،695  W14 100000  W04 

45،064  W15 100000  W05 

3،432  W16 100000  W06 

1،016  W17 100000  W07 

306-  W18 100000  W08 
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  2µ = 1)/63810/9(         5 جدول –دور محاسباتی دوم 
Rp  W2 W1 

33333/64-  00193/0  W21 00003/0-  W11 

63810/9  63810/9  W22 1  W12 

59921/8  27897/6  W23 73018/0  W13 

47143/8  21940/3  W24 38003/0  W14 

80369/0-  03181/0-  W25 03958/0  W15 

48837/4  01351/0  W26 00301/0 W16 

00000/2-  00178/0-  W27 00089/0 W17  

70370/45  01234/0-  W28 00027/0-  W18 

  
  3µ = 1)/31101/9 (6 جدول –دور محاسباتی سوم 

Rp  W3 W2 
28105/13  00266/0  W31 02000/0  W21 

31101/9  31101/9  W32 1  W22  
11374/9  93733/5  W33 65147/0  W23 

13609/9  05173/3  W34  33403/0  W24  
77985/14  04877/0-  W35  00330/0-  W25  
87300/7  01102/0  W36  00140/0 W26  

71333/19  00355/0-  W37  00018/0- W27  

21281/11  01435/0-  W38  00128/0-  W28 
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 = 1)/25585/9          (7 جدول –دور محاسباتی چهارم 
4µ  

Rp  W4 W3 
92675/9  00278/0  W41  00028/0  W31 

25585/9  25585/9  W42 1  W32  
22245/9  88088/5  W43 63767/0  W33 

22822/9  02455/3  W44  32775/0  W34  
9/78708  -0/05128  W45  00524/0-  W35  
9/01627  0/01064  W46  00118/0 W36  

10/10684  -0/00384  W47  00038/0- W37  

9/50857  01464/0-  W48  00154/0-  W38 

  
  oµ = 1)/24677/9          (8 جدول –دور محاسباتی پنجم 

Rp  W5 W4 
9/3333  0/00280  W51 0/00030  W41 

9/24677  9/24677  W52 1  W42  
9/24119  5/87158  W53 0/63537  W43 
9/24222  3/02008  W54  0/32677  W44  
9/33115  -0/05169  W55  -0/00554  W45  
9/19661  0/01058  W56  0/00115 W46  
9/48488  -0/00389  W57  -0/00041 W47  
9/29816  -0/01469  W58  -0/00158  W48 

  
  oµ = 1)/24527/9                  (9 جدول –دور محاسباتی ششم 

Rp  W6 W5 
9/34397  0/00280  W61 0/00030  W51 

24527/9  24527/9  W62 1  W52  
9/31083  5.91229  W63 0/63499  W53 
9/24449  3.01934  W64  0/32661  W54  
9/26234  -0.05178  W65  -0/00559  W55  
9/26316  0/01056  W66  0/00114 W56  
9/27809  -0/00390  W67  -0/00042 W57  
9/24465  -0/01470  W68  -0/00159  W58 
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  7µ = 1)/25975/9       (10 جدول –دور محاسباتی هفتم 
Rp  W7 W6 

9/22990  0/00277  W71 0/00030  W61 
25975/9  25975/9  W72 1  W62  

9/20291  5/88517  W73 0/63949  W63 
9/26644  3/02623  W74  0/32658  W64  
9/14136  -0/05119  W75  -0/00560  W65  
9/35386  0/01066  W76  0/00114 W66  
9/08667  0-/00382  W77  -0/00042 W67  
9/19616  -0/01462  W78  -0/00159  W68 

  
  8µ = 1)/24745/9   (11 جدول –دور محاسباتی هشتم 

Rp  W8 W7 
9/32763  0/00280  W81 0/00030  W71 
9/24745  9/24745  W82 1  W72  
9/23954  5/87228  W83 0/63556  W73 
9/24210  3/02041  W84  0/32681  W74  
9/34278  -0/05166  W85  -0/00553  W75  
9/20078  0/01058  W86  0/00115 W76  
9/47585  -0/00388  W87  -0/00041 W77  
9/29582  -0/01469  W88  -0/00158  W78 

  
  9µ = 1)/24539/9          (12 جدول –دور محاسباتی نهم 

Rp  W9 W8 
9/33333  0/00280  W91 0/00030  W81 
9/24539  9/24539  W92 1  W82  
9/24406  5/87016  W93 0/63502  W83 
9/24442  3/01941  W94  0/32662  W84  
9/25891  -0/05176  W95  -0/00559  W85  
9/26898  0/01057  W96  0/00114 W86  
9/27663  -0/00390  W97  -0/00042 W87  
9/24426  -0/01470  W98  -0/00159  W88 

  
   13  جدول -دور محاسباتی دهم 

Rp  W10 W9 
9/25773  0/00280  W10,1 0/00030  W91 
9/24503  9/24503  W10.2 1  W92  
9/24479  5/86980  W10.3 0/63493  W93 
9/24497  3/01922  W10,4  0/32658  W94  
9/24526  -0/05177  W10,5  -0/00560  W95  
9/24029  0/01056  W10,6  0/00114 W96  
9/24083  -0/00390  W10,7  -0/00042 W97  
9/24545  -0/01470  W10,8  -0/00159  W98 
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  14 جدول Ziهای اصلی  بردار مؤلفه
  مؤلفه اصلی   شهرستان 

  36129/50  اراک 
  94755/38  سربند
  5879/66  تفرش
  97182/66  آشتیان
  18426/53  خمین 
  85568/49  ساوه
  77906/39  قم

  09894/71  محلات 
  15484/63  دلیجان 

  
  15های استان مرکزی به ترتیب از محرومترین به برخوردارترین جدول  شاخص وضعیت آموزشی شهرستان

  مؤلفه اصلی   شهرستان   ردیف 
  94755/38  دسربن  1
  77906/39  قم  2
  85568/49  ساوه  3
  36129/50  اراک   4
  18426/53  خمین   5
  15484/63  دلیجان   6
  85879/66  تفرش  7
  97182/66  آشتیان  8
  09894/71  محلات   9
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   نمودار یک –های استان مرکزی  نمودار شاخص وضعیت اموزشی شهرستان
  

  محلات

  آشتیان

  تفرش

  دلیجان

  ینخم

  اراک

  ساوه

  قم

  سربند

  
  

  منابع و مĤخذ
هـا و ایجـاد       بندی شهرسـتان    و کاربرد آن در طبقه    ) های همگن   بندی گروه   روش طبقه ( آنالیز تکسونومی     -1

 – سازمان برنامه و بودجه استان مرکـزی بیـژن بیـدآباد             –ای    ریزی منطقه   های توسعه جهت برنامه     شاخص
 1362تیرماه 
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